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PREDGOVOR

U ovome prirucniku predstavljeni su rijeSeni zadatci koje sam u proteklih nekoliko
godina obradivala kao karakteristicne primjere koji dopunjuju teorijski dio nastave na
predavanjima iz kolegija Osnove komunikacija i Statisticka teorija telekomunikacija, studija
Elektrotehnicke 1 komunikacijske tehnologije u pomorstvu, ili u sklopu ovim kolegijima
pripadajucih auditornih vjezbi.

Zadatke sam podijelila sukladno karakteristicnim cjelinama u kurikulumima
predmetnih kolegija, ali i prema saznanjima $to sam ih stekla prate¢i kako studenti usvajaju
gradivo.

Terminoloske nedoumice koje proizlaze iz Cinjenice da su Teorija vjerojatnosti,
jednako kao i Statistika, puno starije od njihove primjene u komunikacijskim modelima,
navele su me da na pocetku teksta najprije definiram osnovne pojmove iz ovih grana
matematicke znanosti, a zatim ih primijenim s inZenjerskom vokacijom.

Dubrovnik, lipanj 2020.

Adriana Lipovac
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Slucajni eksperiment — eksperiment kojemu ishod nije unaprijed poznat.
Primjer: bacanje novc¢ica ili kocke; mjerenje prijamne snage signala koji je proSao
kroz prijenosni medij; mjerenje vrSne snage Suma u nekom pojasu frekvencija...

Slucajni dogadaj — kolekcija ishoda slucajnog eksperimenta.
Primjer: neparan broj tockica pri bacanju kocke; trenutni napon

Vjerojatnost — broj izmedu 01 1 (ili 0 % 1 100 %) koji opisuje svaki slucajni dogada;.

broj povoljnih ishoda
P(A) = ] P ]

ukupan broj ishoda
Izraz daje vjerojatnost da se dogodio dogadaj 4.

Pitanje: Kolika je vjerojatnost da se dobije neparan broj tockica prilikom bacanja
kockice? Pretpostavlja se da je kockica idealnog oblika.

Odgovor: Broj povoljnih ishoda je 3 (moguci brojevi 1, 3, 5). Ukupni broj ishoda je 6
(6 brojeva na kockici). Dakle, odgovor je: 3/6, ili 1/2.

Osobine vjerojatnosti

Neka je A slucajni dogadaj kojega je vjerojatnost P(4) = p. Za suprotan dogadaj 4
vrijedi:
P(A)+PA) =1
to jest:

PA)=q=1-p

Drugim rije¢ima, unija dogadaja 4 i A predstavlja siguran dogadaj. Jedan od ta dva
dogadaja ¢e se sigurno dogoditi, a vjerojatnost sigurnog dogadaja je 1 (dakle 100 %).
Takoder, dogadaji 4 i A su medusobno iskljucivi, $to zna¢i da, ako se dogodi jedan, ovaj drugi
sigurno nece.



Kad ne postoje samo dva ishoda, to jest dogadaja (4 i 4), nego vise medusobno
isklju¢ivih dogadaja: 4;, A, As,...,An, za njih vrijedi:

P(A;)) + P(4,)) +P(A3) + -+ P(4,) =1

To znadi da, ako se dogodi jedan od ovih dogadaja, ostali sigurno neée. (Primjer: kad se
baca kockica, ona ¢e pasti samo na jednu stranu, dakle pokazat ¢e jedan broj od mogucih Sest).

Uvjetna vjerojatnost

U realnim situacijama; postoji mnogo dogadaja kojima pojavljivanje ovisi o tome je li
se prethodno dogodio neki drugi dogadaj. Za njihov opis, koristi se uvjetnim vjerojatnostima.
Uvjetna vjerojatnost P(B | A) znaci vjerojatnost da ¢e se dogoditi neki dogadaj B, ako se veé
dogodio dogadaj 4. Upravo to $to se dogodio dogadaj 4, utjeCe na vjerojatnost pojavljivanja
dogadaja B (a analogno se moZze defnirati 1 aposterirorna vjerojatnost da je ustanovljenu
pojavu dogadaja B uzrokovala prethodna pojava dogadaja 4), pa su 4 i B medusobno ovisni
dogadaji.

Zajednicka vjerojatnost

Vjerojatnost zajednicke pojave dva (ili viSe) dogadaja (npr. 4 i B) odreduje se, u
op¢em slucaju, kao:
P(A,B) = P(B|A)-P(A) = P(A|B)-P(B) = P(B,A)

gdje su P(4) i P(B) vjerojatnosti pojavljivanja pojedinih dogadaja 4 i B.

Bayesova formula

Neka je {4} potpun skup medusobno isklju¢ivih dogadaja. Za bilo koji dogadaj B
onda vrijedi:
P(B|Ax) - P(A) _ P(BIAy) - P(Ax)
P, P(BIA) - P(4) P(B)

P(Ak|B) =

Neovisnost slu¢ajnih dogadaja

Za slucajne dogadaje 4 1 B kaze se da su neovisni ako je vjerojatnost zajednickog
dogadaja jednaka proizvodu vjerojatnosti pojedinih dogadaja.

P(4,B) = P(A) - P(B)



Tada je:
P(A,B) P(A)-P(B)

PAIB)=2m) =~ r)

= P(A)
to jest:

P(B|A) = P(B)

Zadatci za vjezbu

Zadatak 1.1.

Baca se igrac¢a kockica s brojevima od 1 do 6.

a) Kolika je vjerojatnost da se pojavi broj 2?

b) Kolika je vjerojatnost da se pojavi paran broj?

¢) Kolika je vjerojatnost da se pojavi broj vec¢i od 3?

d) Kolika je vjerojatnost da se pojavi broj izmedu 2 i 5?

e) Kolika je vjerojatnost da se pojavi broj manji ili jednak 4?

Igraca kockica ima 6 strana, i svaka strana obiljezena je brojem od 1 do 6. Dogadaji
opisani pojavljivanjem nekoga od moguéih brojeva cine skup medusobno iskljucivih
dogadaja.

Sigurno vrijedi:

P(1)+P2)+--+P6)=1

Ako se uzme u obzir samo slucaj u kojem je kockica geometrijski savrSeno
oblikovana 1 jednake gusto¢e materijala u svakom dijelu njenog volumena, tada vrijedi:

1
Dakle, vjerojatnosti pojavljivanja bilo kojeg broja od 1 do 6, u jednom bacanju,

: . 1
medusobno su jednake i iznose p

a) Vjerojatnost da se pojavi broj 2 jednaka je vjerojatnosti da se pojavi bilo koji drugi
broj iz skupa mogucih brojeva, to jest:

N =

P(2) =

b) Parni brojevi koji se mogu pojaviti su 2, 4 1 6, pa je onda vjerojatnost pojavljivanja
parnog broja jednaka:



1 1 1 1
P(parni broj) = P(2) + P(4) + P(6) = c + =+ ===

c) Brojevi ve¢i od 3 koji se mogu pojaviti su 4, 5 1 6, pa je onda vjerojatnost
pojavljivanja nekoga od njih:
1

P(broj > 3) = P(4) + P(5) + P(6) = % %_}_% 2

d) Brojevi izmedu 2 i 5 koji se mogu pojaviti su 3 1 4, pa je onda vjerojatnost
pojavljivanja nekoga od njih:
1 1

1
P(2 <broj<5)=P@3)+P4) == +€=§

e) Brojevi manji ili jednaki 4 koji se mogu pojaviti su 1, 2, 3, 1 4, pa je onda vjerojatnost
pojavljivanja nekog od njih:

P(broj < 4) = P(1) + P(2) + P(3) + P(4) =

+1_2
6 3

N

1y
"5

O\Ib—\

Zadatak 1.2.
Baca se novci¢. Moguci ishodi su pismo (P) 1 glava (G).

a) Ako se kockica baci samo jednom, kolika je vjerojatnost da se pojavi pismo (P), ili
glava (G)?

b) Ako se kockica baci dvaput, kolika je vjerojatnost da:

e prvo padne pismo (P), pa zatim opet pismo (P)?
e prvo padne pismo (P), pa zatim glava (G)?
e padnu i pismo (P) i glava (G) (nebitno kojim redoslijedom)?

a) Ako se radi o geometrijski savrSeno oblikovanom novc¢i¢u, vjerojatnosti mogucih
ishoda bit ¢e medusobno jednake:

P(P)+P(G) =1

1
P(P) =P(G) = >
b) Dogadaji su medusobno neovisni pa vrijedi:
11 1
P(P,P) =P(P)-P(P) = 5371
11 1
P(P,G)=P(P) - P(@) =5 5 =7
11 11 1
P(P,G) + P(G,P) = P(P)- P(G) + P(G) - P(P) =3 §+§§=E



Zadatak 1.3.
Tri igraca bacaju nov¢i¢ (svaki jedanput).

a) Kolika je vjerojatnost da se svima pojavi pismo (P)?
b) Kolika je vjerojatnost da se samo jednom pojavi pismo (P)?
¢) Kolika je vjerojatnost da se pojavi pismo (P) u bilo kojem bacanju?

a) Dogadaji su medusobno neovisni, pa vrijedi:

11
P(P,P,P) = P(P)-P(P)-P(P) :§§§=§

b) Moguc¢i ishodi u kojima se pojavljuje samo jedno pismo su kombinacije: PGG, GPG,
GGP, pa je vjerojatnost pojavljivanja samo jednog pisma jednaka:
111 111 111 3

P(P,G,G)+P(G,P,G)+P(G,G,P) 2555-}'5554‘555:5

¢) Mogu¢i ishodi u kojima se pojavljuje barem jedno pismo su kombinacije: GGP, GPG,
GPP, PGG, PGP, PPG, PPP, pa je vjerojatnost pojavljivanja barem jednog pisma
jednaka:

P(G,G,P) + P(G,P,G) + P(G,P,P) + P(P,G,G) + P(P,G,P) + P(P,P,G) + P(P,P,P) =
111,111,111, 111, 111 111 1117
222'222'222222"222"222"222" 8

Vazno je uociti da zapravo samo jedna kombinacija (ona u kojoj se u svakom bacanju
pojavi glava) ne spada u opisani slucajni dogadaj, pa se trazena vjerojatnost mogla izracunati
i na sljedeci nacin:

1-P(G,GG =1 L1t
e 2 2 2

Zadatak 1.4.

Neki izvor emitira poruke koje se sastoje od znakova 0 i 1. Vjerojatnost emitiranja
znaka 1 je 0,6. Na izlazu kanala 10% znakova se pogresno interpretira.

a) Kolika je vjerojatnost da je primljen znak 0 nakon §to je on i poslan?

b) Kolika je vjerojatnost da je primljen znak 1 nakon $to je on i poslan?

¢) Kolika je vjerojatnost da je primljen znak 0?

d) Kolika je vjerojatnost da je primljen znak 1?

e) Kolika je vjerojatnost da je poslan znak 0 nakon §to je on i primljen?

f) Kolika je vjerojatnost da je poslan znak 1 nakon §to je on i primljen?

g) Ako je primljena poruka 101, kolika je vjerojatnost da je ona i poslana?
h) Ako je primljena poruka 1100, kolika je vjerojatnost da je ona i poslana?



Radi lakSeg daljnjeg snalazenja, dogadaje ¢emo oznaciti na sljede¢i nacin:

- dogadaj ,,primljen znak 0*“: A
- dogadaj ,,primljen znak 1*“: B
- dogadaj ,,poslan znak 0*: a
- dogadaj ,,poslan znak 1“: b

U zadatku su zadane apriorna vjerojatnost: P(b) = 0,6 i uvjetne vjerojatnosti
pogresne interpretacije simbola na prijamu: P(A|b) = P(Bla) = 0,1.
Budu¢i da su dogadaji a i b medusobno iskljucivi, vrijedi:
P(a)=1-P() =04
Analogno prethodnome, vrijedi i:
P(Ala) =1-P(Bla) =09
P(B|b) =1 - P(Alb) =09

a) Vjerojatnost da je primljen znak O nakon §to je on i poslan jednaka je uvjetnoj
vjerojatnosti ispravnog prijenosa za znak 0 i iznosi:

P(Ala) = 1 — P(Bla) = 0,9

b) Vjerojatnost da je primljen znak 1 nakon S§to je on i poslan jednaka je uvjetnoj
vjerojatnosti ispravnog prijenosa za znak 1 1 iznosi:

P(BIb) =1 — P(Alb) = 0,9

¢) Vjerojatnost da je primljen znak O jednaka je zbroju vjerojatnosti u slucajevima
ispravnog i neispravnog prijenosa:

P(A) = P(a) - P(Ala) + P(b) - P(Alb) =0,4-09+0,6-0,1 = 0,42

d) Vjerojatnost da je primljen znak 1 jednaka je zbroju vjerojatnosti u sluc¢ajevima
ispravnog i neispravnog prijenosa:

P(B) = P(b) - P(B|b) + P(a) - P(B|a) = 0,6 0,9 + 0,4- 0,1 = 0,58



Zadatak 1.5.

Student Mato Mati¢ postigao je sljedec¢i uspjeh u prvom semestru na drugoj godini
studija:

Predmet Ocjena
Matematika III. Dobar (3)
Digitalna elektronika Vrlo dobar (4)
Brodski elektri¢ni strojevi i sustavi Vrlo dobar (4)
Osnove automatizacije Dovoljan (2)
Osnove komunikacija Dobar (3)
Engleski II. Izvrstan (5)
Pomorsko pravo i havarije Dobar (3)

IzraCunati prosje¢nu ocjenu njegova studiranja u tom semestru. Koristit ¢e se izraz za
o¢ekivanu vrijednost i teoriju vjerojatnosti.

Ucestalosti i vjerojatnosti pojavljivanja pojedinih ocjena iznose:

1
3
p(4)=§
1

Prosjecna je ocjena:

——zn: P(X) =2 S +3 ot d-h 5.tz 343
XTI E gy Ry ety =9



Koli¢ina informacije

Da bi se informacija mogla kvantitativno opisati, mora se prikazati brojem. U takvu se
obliku informacija moZe tretirati poput bilo koje fizikalne veli¢ine (puta, brzine, energije,
itd.), kvalitativno i kvantitativno.

Neka je korisnik zainteresiran za neko odredeno stanje s izvora informacija, i neka
poznaje vjerojatnost P(s), te oCekuje poruku s da je bas to stanje nastupilo.

Koli¢ina informacije koju nosi neka poruka jednaka je neizvjesnosti koju ta poruka
razrjeSava na prijamu (nakon Sto je primljena):

1
Q(s) = logm = —logP(s)

Ako postoje dvije statistiCki neovisne poruke s; 1 5; sa zadanim vjerojatnostima P(s;) 1
P(s;), 1 ako se nova poruka sastoji od uzastopno emitiranih navedenih pojedinacnih poruka,
tada se moze ocekivati da ¢e zdruZena poruka nositi koli¢inu informacija jednaku zbroju
koli¢ina informacija ovih dviju neovisnih poruka. Za prethodno zadanu definiju koli¢ine
informacija, to je nedvojbeno ispunjeno:
1 1 1
P(s;,s)) P(s;) - P(s))

jer je logaritamska funkcija jedina s osobinom:

fGy) =f)+ )

Alternativne definicije koli¢ine informacija su:

Q(si,sj) = log = log +log—==Q(sy) + Q(s))

1
P(s;) P( )

1
Q(s) = logqo m [Hartley]

Q(s) = lnP( ) [nat]
ali danas se gotovo redovito koristi sljede¢om:
1 1
Q(s) = log, 5() = ldP(s) [Sh]



Entropija

Neka je lista simbola koju emitira diskretni izvor informacija: S {sq, S5, ..., S¢}, pri
¢emu su vjerojatnosti pojavljivanja pojedinih simbola P(s;), (i = 1,2,...,q) i mora biti
ispunjeno Z?=1 P(s;) = 1. Tada su koli¢ine informacija koje nose pojedini simboli:

1 .
Q(sy) = ldm [Sh] (i=12..,9

Prosjecna kolic¢ina informacija koju izvor emitira (prosjecno) po jednom simbolu:

H(S)—ZP(sl) ldP( 5= ZP(S) 4P [

naziva se entropija i oznacava prosjecnu vrijednost neizvjesnosti po jednom simbolu izvora.

Informacija postoji na izvoru. Prije slanja poruke, na odrediStu postoji neodredenost
(ne znamo Sto ¢e se poslati). Nakon §to se poruka posSalje, ta neodredenost na odrediStu
nestaje. Entropija je upravo mjera neodredenosti na odredistu.

Zadatci za vjezbu

Zadatak 2.1.

Diskretni izvor bez memorije emitira simbole 0 i 1 s apriornim vjerojatnostima
P(0)=0,6 i P(1) =0,4. Treba odrediti koli¢inu informacija koju nose oba simbola i
entropiju izvora.

Koli¢ine informacija koje nose pojedini simboli iznose:

0(0) A = 1

P0) 06 = 0,737 Sh
(D) =1d ! = 1,322 Sh
¢ P(1)_ 04

Entropija izvora prosjecna je koli¢ina inoformacija koju nose simboli i ratuna se na
sljede¢i nacin:

S sh
HES) = ) P(s0)-Q(s) = P(0)- Q(0) + P(1)- (1) = 0,971 ——
= simb



Zadatak 2.2.

Diskretni izvor bez memorije emitira tri simbola sa zadanim apriornim
vjerojatnostima

P(sy) = % ,P(sy) = % ,P(s3) = % . IzraCunajte entropiju izvora H(S).

Entropija izvora racuna se na sljede¢i nacin:

H(S)—Zp(sl) QGs) = ZP(sJ lds—

P(l)
H(S P(s;) ' ld——=+4+P(s,) ' ld——+ P(s;) ' ld——
() (1) P( 1) (2) P( 2) (3) P( 3)
—1ld1+ 1d +1ld1—1ld2+11d4+11d4—15 Sh
2 174 71 4 71 2 4 4 ~ 7 simb
2 4 4
Zadatak 2.3.

Diskretni izvor bez memorije emitira tri simbola. Odredite entropiju izvora H(S?) ako
se promatraju parovi simbola sa zadanim zajednickim vjerojatnostima:

1 1 1
P(sy,51) = 1 P(s;,81) = P P(s3,81) = P
1 1 1
P(sy,5) = P P(s;,87) = Te P(s3,s;) = Te
1 1 1
P(sy,83) = Py P(sy,53) = Te P(s3,s3) = Te

Entropija izvora racuna se na sljede¢i nacin:

H(SZ)—ZZP(SI,S]) ld——~ (S“S])

i=1j=
H(SZ) P( )-1d + P( )-1d + P( )-1d 1
= P(s,8¢) ' ld——< S1,Sy) " ld——— Sq,S3) " ld———
v P(sy,51) vz P(sy,52) ves P(sy,53)
1
P ‘ld—+P ‘ld—+P ld——
+ P(s3,51) dP(SZ,Sl) + P(s3,5;) dP(sz,sz) + P(s3,53) dP(Sz,Sg)
1
P ‘ld—+P ‘ld—+P ld———
+ (S3J Sl) P(S3,Sl) + (S3J SZ) P(S3, 52) + (53153) P(S3, 53)
1 1d4+1 ld8+1 ld8+1 ld8+1 ld16+1 ld16+1 1d 8
~ 3 8 8 8 16 16 8
+ L -1d 16 + 1 -ld16 =3 Sh
16 16 ~ 7 simb

10



Drugi, laksi, na¢in za proraun entropije istog (proSirenog izvora) sastoji se od
raunanja entropije prvobitnog neprosirenog izvora H(S) a potom primjeni zakonitosti koja
povezuje vrijednosti entropije proSirenoga i neprosirenog izvora.

Na osnovu zadanih vjerojatnosti P(sy, s;), P(s3,52) i P(s3, S3), lako se nade:

1
P(sy) = 2
1
P(s;) = 2
1
P(s3) = 2
Entropija neproSirenog izvora tada je:
H(S) = P(sy) " ld——= ! + P(sy) " ld——= ! + P(s3)-1d !
P(s1) P(s3) P(s3)
1 1 1 1 1 1 1
=§-ldI+Z-ldI+Z-ldI=§-ld2 +Z-ld4+z-ld4 =15 P
2 4 4
Koristeci se zakonitosc¢u:
H(S™) =n- H(S)
dobiva se:
H(S?*)=2-H(S)=2- 15—3i
simb
Zadatak 2.4.

Diskretni izvor bez memorije emitira dva simbola s apriornim vjerojatnostima
P(sy) = % i P(sy) = %. Odredite entropiju izvora i prosje¢nu duljinu kodne rije¢i. Kolika je
efikasnost koda?

Entropija izvora ra¢una se na sljede¢i nacin:

n
1
H(S =ZP s)-1d
() L (l) P(Si)
i=1
H(S) = P(sy) -1d—— + P(s,) - 1d _ T8 L as = 0544
=S P(l) 520 ) T8 Y77 0T simb

Za kodiranje dvaju simbola ravnomjernim kodom dovoljno je da duljine kodnih rijeci
budu 1 bit. Simbolu s; pridruZzuje se kodna rije¢ 0, a simbolu s, kodna rijec¢ 1.

Tada je prosjecna duljina kodne rijeci:
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- 7 1 bit
L=ZP(51)ZL=P(51)l1+P(52)lz=§1+§1=151mb
i=

Efikasnost koda onda iznosi:

H(S)
n=——100% =544 %

Zadatak 2.5.

Diskretni izvor emitira simbole 0 i 1 s apriornim vjerojatnostima medusobno
jednakim. Kolika je entropija izvora, a kolika efikasnost koda ako su emitirane kodne rijeci
00, 01, 10, 11?

Apriorne vjerojatnosti zadanih simbola (buduc¢i da su medusobno jednake) iznosit ce:
1
P(0)=PQ1) = 5

Entropija neproSirenog izvora H(S) bit ¢e:

H(S) = Z ORI
i=1 L

1 1 1 1
HS) =P(0)-ld—=+P(1) ld—==-1d2+=-1d2 =1

P(0) P(1) 2 2 simb
Entropija drugog prosirenja datog izvora bit Ce:
Sh
H(S?)=2-HS)=2-1=2—
simb

Apriorne vjerojatnosti simbola drugog proSirenja izvora jednake su umnos$cima
apriornih vjerojatnosti odgovaraju¢ih simbola prvobitnog izvora.

P(s1) = P(0)-P(0) =

P(sy) = P(0)-P(1) =

P(s3) =P(1)-P(0) =

P(sy) =P(1)-P(1) =

N I N e N N S

Prosje¢na duljina kodne rijeci rauna se kao:

12



= D> PG L= P(s) L+ P(sy) Ly + P(s3) - 1y + P(s1) -

_1 2+1 2+1 2+1 2=2 bit
4 4 4 4~ “simb

1 jednaka je, naravno, pojedina¢nim duljinama kodnih rijeci jer se radi o ravnomjernom kodu.

Sukladno tome, efikasnost iznosi:

_H(SY)

I +100 % = 100 %

Zadatak 2.6.

Za slucaj iz prethodnog zadatka izracunajte entropiju izvora i efikasnost koda ako

zajednicke vjerojatnosti pojave simbola iznose redom: P(s;) =% , P(sy) = i, P(s3) = p

P(sy) =<

Entropija danog izvora H(S) iznosi:

n
1
H(S) = Z P(s) Mg
1
H(S) = P(s) - [d—— + P(s,) - 1d—— + P(s4) - 1d—— + P(s,) - 1d
_1 ld2+1 4+ 1d8+1 18 = 175
-2 8 8 simb

Prosjecna duljina kodne rijeci racuna se kao:
n
= D> PG L= P(s) L+ P(sy) Ly + P(s3) - Iy + P(s1) -
i=1

_1 2+1 2+1 2+1 2=2 bit
2 4 8 8 ° “simb

1 jednaka je, naravno, pojedinacnim duljinama kodnih rijeci jer se radi o ravnomjernom kodu.

Sukladno tome, efikasnost iznosi:

n—% 100 % = 87,5 %
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Ravnomjerni kod

Ravnomjernim kodom koristi se u sustavima gdje nije toliko vazno primjenjivati
statisticko kodiranje (sustavi koji podnose vecu suviSnost). U ovakvoj vrsti kodiranja, sve kodne
rijeci su jednake duljine. Ako imamo g mogucih poruka koje generira izvor, tada je duljina
kodnih rijeci jednaka n = log, q (r je osnova koda — broj simbola pri kodiranju). Za slucaj
binarnog koda to znaci da je n = 1d q. (primjer: ako izvor generira 8 razlicitih poruka, tada je za
binarni kod potrebno da svaka kodna rije¢ bude duljine 3 bita - 3 = 1d 8 to jest 23 = 8).

Optimalni kod

Osnovni princip dobivanja optimalnog koda: poruke koje se ceS¢e pojavljuju
(odnosno koje imaju vecu vjerojatnost) kodiraju se kraé¢im kodnim rijeCima, a manje
vjerojatne poruke duljim kodnim rije¢ima.

Osnovne osobine optimalnog kdda:

e ako su elementarne poruke numerirane tako da odgovarajuée vjerojatnosti ne rastu,
p1 > p2 > p3 > ... > py, tada odgovarajue duljine kodnih rije¢i ne opadaju,
L<bh<h<..=Z< Iy

e postoje dvije kodne rije¢i maksimalne duljine (/y), takve da se one razlikuju samo
posljednjim simbolima, a svi prethodni su im jednaki.

Zadatci za vjezbu

Zadatak 3.1.

Izvor generira 10 vrsta poruka, koje potom predaje kanalu. Tablica prikazuje
prosjecan broj pojedinih generiranih poruka u jednom satu. Potrebno je kodirati zadane

.....
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Ui

10

20

30

40

30

70

60

90

100

10

50

Uputa:

Prema ovoj metodi kodiranje se vrsi u sljede¢im koracima:

10
Zﬁ- — 500
i=1

.....

1. Sve se poruke poredaju u opadajuci niz vjerojatnosti;

2. Poruke se podijele u dvije grupe tako da su im sume vjerojatnosti po grupama
priblizno jednake (na optimalan nacin);

3. Prvoj grupi dodijeli se 0, a drugoj grupi 1;

4. Ponavljaju se koraci navedeni od 1 do 3 dok se za svaku poruku ne formira kodna
rijec¢, to jest dok u svakoj grupi ne ostane samo jedan simbol.

Da bismo proveli kodiranje zadanih poruka, potrebno je odrediti pojedinac¢ne apriorne

vjerojatnosti za svaku od poruka uz pomo¢ izraza:

P(u) =

fi

i1 fi

Prac¢enjem upute dane u zadatku, dobiva se sljedeca tablica:

U; pi Kodna rije¢ I8
8 0,2 0 0 2
7 0,18 0 1 0 3
5 0,14 0 1 1 3
6 0,12 1 0 0 3
10 0,10 1 0 1 3
3 0,08 1 1 0 0 4
2 0,06 1 1 0 1 4
4 0,06 1 1 1 0 4
1 0,04 1 1 1 1 0 5
9 0,02 1 1 1 1 1 5

Primjenom ove metode kodiranja, poruke s veCom vjerojatnosti pojavljivanja bit ¢e

.....
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dekoder ¢e moci jednoznacno dekodirati svaku od kodnih rijeci jer ni jedna kodna rije¢ u
ovom skupu nije sadrzana u pocetnom dijelu neke druge kodne rijeci.

Zadatak 3.2.

Poruke A, B, C i1 D s vjerojatnostima pojavljivanja:

P(4) = 0,11
P(B) = 0,27
P(C) = 0,48
P(D) = 0,14

dolaze na ulaz kodera. Na izlazu iz kodera pojavljuje se sekvenca
,010011111010011111000%, koja predstavlja niz poruka kodiranih Shannon — Fanotovom
metodom. Potrebno je odrediti redoslijed originalnih poruka u sekvenci na izlazu kodera.

Primjenom Shannon — Fanotove metode za kodiranje zadanih poruka dobiva se
sljedeca tablica:

S; P(S)) Kodna rijec I8
C 0,48 0 1
B 0,27 1 0 2
D 0,14 1 1 0 3
A 0,11 1 1 1 3

Dekodirana sekvenca 010011111010011111000 izgleda ovako: CBCADBCADCC.

Zadatak 3.3.
Izvor informacija opisan je na sljede¢i nacin:
X = X X X5
0,2 0,7 0,1
Ne postoji statistiCka veza izmedu elemenata. Treba odrediti koeficijent efikasnosti
kodova ako se izvodi kodiranje:

a) ravnomjernim binarnim kodom;
b) Shannon — Fanotovim optimalnim binarnim kodom.

Entropija izvora ovisi samo o zadanim apriornim vjerojatnostima poruka koje se Salju
1 ona iznosi:

16



Sh
HX) = Z P(x) - ld—— = 1,156
(%) = (x) - P( i) simb
a) Kad se koristi ravnomjernim binarnim kodom, duljine kodnih rije¢i medusobno su
jednake.
Xi pi Kodna rijec A
X 0,2 00 2
X2 0,7 01 2
X3 0,1 10 2

Prosjec¢na duljina kodne rijeci bit Ce:

L =9 bit
~ “simb
a efikasnost:
H(X) . .
nzT 100 % = 57,8 %

b) Primjenom optimalnog koda pomoc¢u Shannon — Fanotove metode, dobiva se:

Xi pi Kodna rijec¢ A
X2 0,7 0 1
X1 0,2 10 2
X3 0,1 11 2

Prosjecna duljina kodne rijeci c'e u ovom slucaju biti kraca:

L—ZP(x) L =13 20

nz# 100 % = 88,92 %

pa ¢e efikasnost biti veca:

Zadatak 3.4.
Lista simbola nekog izvora informacija sastoji se od 7 simbola: A, B, C, D, E, F, G;

Vjerojatnosti tih simbola na izlazu izvora dane su tablicom:

xi | A| B C D E F G
p(x) 0,510,251 0,08 | 0,05 |0,05|0,04 | 0,03
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simb

Izvor emitira simbole brzinom v = 10 - Potrebno je odrediti informacijski tok

prijenosnog sustava. Kolik je stupanj korisnosti takva sustava ako se kodira svaki simbol
istim brojem bita? Kolik je stupanj korisnosti sustava ako se primjenjuje Shannon — Fanotova
metoda?

Entropija izvora ovisi samo o zadanim apriornim vjerojatnostima simbola koji se
Salju, 1 ona iznosi:

1

= 2,0612 Sh
P(x;) ’

simb

n
H(X) = Z P(x,) - 1d
i=1
Informacijski tok prijenosnog sustava racuna se na sljedeci nacin:

Sh
S(X) =v- HX) =20,612—

a) Kad se koristi ravnomjernim binarnim kodom, duljine kodnih rijec¢i medusobno su

jednake.
X pi Kodna rijec¢ I
A 0,5 000 3
B 0,25 001 3
C 0,08 010 3
D 0,05 011 3
E 0,05 100 3
F 0,04 101 3
G 0,03 110 3

Prosjecna duljina kodne rijeci bit ¢e:

B bit
~ " simb
a efikasnost:
H(X)
n =T-100%=68,7%

b) Primjenom optimalnog koda pomoc¢u Shannon — Fanot-ove metode, dobiva se:

P(x;) Kodna rijec¢
0,5
0,25
0,08
0,05
0,05
0,04
0,03

~
_

Q| |m T ||| > %
P | [t [t | et | | D
—t [ | | [ | D
el Ll L k=1 =)

el Ll k=R Ll k=)
||| |—
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Prosjecna duljina kodne rijeci ¢e u ovom slucaju biti kraca:

L—Zn:P( )l = 2,07 it
_,1 X0 H = A8 b
=
pa ¢e efikasnost biti veca:
HX)
n=—"]" 100% = 99,6 %

Zadatak 3.5.

Dane su poruke s pripadaju¢im vjerojatnostima. Odredite Huffinanov kod koriste¢i 3
simbola: 0,1,2. Poruke su od x; do x5,

Xi X1 X3 X3 X4 X6 Xs
pi 0,2510,2510,20 0,151 0,10 | 0,05

Uputa:

1. Poruke izvora rasporedite u opadajuéi niz po vjerojatnostima;

2. Provedite grupiranje gy posljednih elemenata. Vjerojatnosti ovih elemenata se zbrajaju
1 iz njih se dobiva nova vrijednost vjerojatnosti. Formira se nova grupa vjerojatnosti
koje se ponovno razvrstavaju u opadajuéi niz;

3. U novoj grupi se grupira r posljednih elemenata, koji formiraju novu vrijednost
vjerojatnosti jednaku njihovu zbroju. Lista vjerojatnosti razvrsta se u opadajuci niz;

4. Tteracija se ponavlja sve dok se u posljednoj ne dode do r vjerojatnosti. Zatim se
provede pridruzivanje simbola koda unatrag od posljednje iteracije prema prvoj;

Uvjet uz pomo¢ kojeg se odreduje gy je: qr—_qlo €Z,
g — broj simbola ili poruka izvora;
r — broj simbola koda;

Zagpvrijedi: 2<qq<T

Entropija izvora ra¢una se na sljede¢i nacin:

= 2,39 Sh
P(x;)) " simb

H(X) = Z P(x)-1d
i=1

Budu¢i da kod rabi 3 simbola, mora vrijediti:

6—qo
2

EZ
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Jedini prirodni broj koji zadovoljava ove uvjete je g, = 2.

Primjenom dane upute dobiva se:

X Di Kodne rijeci I
X1 0,25 1 0,25 1 0,5 0 1
X2 0,25 2 0,25 2 0,25 1 1
X3 0,20 00 0,20 00 0,25 2 2
X4 0,15 01 0,15 01 2
X5 0,10 020 0,15 02 3
X6 0,05 021 3

Prosjecna je duljina kodne rijeci:

znak
mb

L= ZP(xl) L= 1,65=

Efikasnost ¢e se u ovom slu¢aju racunati prema sljede¢em izrazu:

HX)
T L-dr

100 % = 91,4 %

Zadatak 3.6.

U tablici je dana lista simbola s pripadaju¢im vjerojatnostima. Odredite entropiju
izvora, te potom odrediti kodne rije¢i Huffmanovom metodom sa simbolima 0 1 1. Kolika je
efikasnost?

§i Pi

s1] 0,28
520,18
s3 10,15
s4 10,13
ss | 0,10
Se6 0,07
S7 0,05
sg | 0,04

Entropija izvora racuna se na sljede¢i nacin:

= 2,72 Sh
P(x;) "7 simb

H(X) = 2 P(x,) - 1d——

Budu¢i da se koristi binarnim kodom vrijedi da je g, = 2.
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Primjenom Huffmannove metode kodiranja, dobiva se:

Si Pi Kodne li
rijeci
511028 01 |028] 01 [0,28) 01 |[0,28| O1 |0,31 {00041 | 1 10,59 2
52 10,18 11 0,18 11 |0,18| 11 [0,23| 10 | 0,28 |01 |0,31]00]|0,41 2
s3 10,15 001 |0,15] 001 |0,16|0000,18| 11 | 0,23 100,28 |01 3
540,13 100 |0,13] 100 |0,15)|001 | 0,16 | 000 | 0,18 | 11 3
ss|0,10| 101 |0,10 | 101 | 0,13 |100 | 0,15 | 001 3
s¢ | 0,07 | 0001 | 0,09 | 0000 | 0,10 | 101 4
s7 10,05 | 00000 | 0,07 | 0001 5
ss | 0,04 | 00001 5
Prosjec¢na duljina kodne rijeci iznosi:
X bit
i
L: P . . . =
Z () =279
=1
dok je efikasnost:
—&-1000/ =97,5%
T= T dr R
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Informacijski kanal moguce je definirati kao sredstvo za transport informacija izmedu
dvije tocke u mrezi, a moze se promatrati na razliitim slojevima OSI ISO modela mreze.
Sam prijenosni medij takoder je informacijski kanal. Takav se informacijski kanal obi¢no
naziva samo kanalom. Jedan od osnovnih parametara kanala je njegova Sirina prijenosnog
pojasa (bandwidth) koja se mjeri jedinicom herc (Hz). Prijenosni (propusni) pojas je onaj dio
frekvencijskog podrucja unutar kojeg kanal propusta frekvencijske komponente sa svog ulaza
na izlaz s priguSenjem koje je manje od neke definirane vrijednosti. Prijenosni se pojas
odreduje s obzirom na prijenosnu funkciju kanala.

Diskretni kanal bez memorije

Neka neki diskretni kanal bude definiran listom ulaznih simbola X = {x;}; i =
1, ..., 7, listom izlaznih simbola Y = {yj}; j=1,...,s (skupovi i jednih i drugih simbola su
konacni ili barem prebrojivi) i skupom odgovaraju¢ih uvjetnih vjerojatnosti {P(yjlxl-)};
i=1,..,r; j=1,..,5 pojavljivanja izlaznih simbola (yj) nakon emitiranog jednoga (bilo

kojeg) ulaznog simbola (x;).

X > {P(‘J /x, }} '

Slika 4.1. Diskretni kanal bez memorije
Ako su sve ove uvjetne vjerojatnosti neovisne o prethodno emitiranim simbolima u

kanal (ili onih koji ¢e biti emitirani), kazemo da je kanal bez memorije.

Kanalna matrica moze se definirati kao:
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A, B, B

Py Py - - - B
P=Ir|=

B, B, - - - P

gdje indeks i pokazuje redni broj vrste (tj. ulaznog simbola), a indeks j redni broj stupca
(izlaznog simbola).

Ovdje svakako mora vrijediti:

S
ZPij:l' (j=1,...,5)
j=1

jer odluc¢iva¢ na prijamu mora donijeti neku odluku (tj. koji je simbol primljen nakon §to je
neki emitiran).

Najjednostavniji od svih je binarni kanal kojemu je matrica:

V.

1 P

P :p: -"‘:.

BC

Naravno, mora vrijediti:

p1+U1:1
p2+U2=1

Poseban oblik binarnog kanala je binarni simetri¢ni kanal, s matricom:

v p
p v

P =

BiC

gdje vrijedi
ptv=1
koji je simetri¢an u smislu zamjene vjerojatnosti jednoga simbola drugim (0 s 1, ili 1 s 0).

Umjesto kanalnom matricom, kanal se moZe predociti i grafom (binarni simetri¢ni):

X Y
0 v 0
1 v 1

Slika 4.2. Graf binarnog simetricnog kanala
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Odnosi vjerojatnosti u kanalu

Neka je P kanalna matrica za zadani kanal, koja se Cesto u literaturi jo§ zove i matrica
transvjerojatnosti.

Neka su, takoder, dane ulazne vjerojatnosti simbola P(x;) i = 1,...,7. pa su tada
izlazne vjerojatnosti:

T
P(Yj) = Zp(xi)Pij ; J=1,..,s
i=1

Dakle, na osnovi ulaznih i prijelaznih vjerojatnosti mogu se naci izlazne vjerojatnosti.
U op¢em slucaju nije moguce i obratno, dakle na osnovi izlaznih i prijelaznih vjerojatnosti
izraCunati ulazne vjerojatnosti.

ProsjeCna uzajamna koliCina informacije

Kako bismo u sljede¢em poglavlju definirali pojam kapaciteta diskretnog kanala,
moramo se prvo upoznati s pojmom uzajamne koli¢ine informacija. Ve¢ smo definirali pojam
koli¢ine informacije (u poglavlju koje se odnosilo na informacijski izvor).

U komunikacijskim sustavima nisu nam zanimljivi pojedini simboli (koli¢ine
informacije), ve¢ svojstva sustava u cjelini. To se postize uvodenjem prosjecnih koli¢ina
informacija s obzirom na cijeli skup dogadaja. Sada koli¢inu informacije, s pripadaju¢im
vjerojatnostima, ¢ine statisticki skup X. Veli¢ina I(X;Y) predstavlja prosjecnu koli¢inu
informacija koju donosi primljeni simbol y; a koji se odnosi na skup svih predanih simbola X
i racuna se kao:

N P(xi]y;)
I(X, Y) = Z Z P(xl-,yj) ' ldm
i=1j=1 L
pri cemu je:
Pl(x: V;
I(xi':Vj) =1d I(g(lxll)])

uzajamna koli¢ina informacija pojedinacnih parova simbola (poslanih i primljenih).

Veli¢ina I(X) oznaCava prosjecnu vlastitu koli¢inu informacije. Ona je onaj iznos
informacija koji je u prosjeku potreban da bi se odredio bilo koji pojedinacni simbol iz skupa
X mogucih simbola koji se prenose nekim sustavom. Uobicajeno je pisati za I(X) 1 H(X)
(entropija na izvoru — entropija diskretne sluc¢ajne varijable X).

Izrazi za odnose izmedu potpune, uzajamne koli¢ine informacija i entropije izvora su
sljedeci:
IX;Y)=HX)+HY)-HX;Y)
I(X;Y) =H(X) — HX]|Y)
I(X;Y)=H(Y)—-H(Y|X)
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Kapacitet kanala

Kapacitet kanala racuna se prema izrazu
P
C= Bld(l +N> — B1d(1 + SNR)

Ovaj izraz pokazuje da se kapacitet jednog kanala moze povecati bilo povecanjem
odnosa snaga signal/Sum (tj. povec¢anjem snage predajnika, ili smanjenjem snage Suma), ili
povecanjem koriStenog opsega frekvencija. Takoder, vidimo da se odrzavanje istog
kapaciteta moze posti¢i uz razmjenu izmedu opsega frekvencija i odnosa snaga signal/Sum.

Zadatci za vjezbu

Zadatak 4.1.

Dane su apriorne vjerojatnosti pojave simbola x; x, x3; na ulazu nekoga
komunikacijskog sustava. Vjerojatnosti ispravnog prijelaza ulaznog simbola x; u izlazni

simbol y; sup = %, a vjerojatnosti neispravnog prijelaza medusobno su jednake. Nadite:
a) ZajednicCke vjerojatnosti p(x;, y;)
b) Uvjetne vjerojatnosti p(xi | yj)
¢) Uzajamnu koli¢inu informacije I(x;, ¥;)
d) Vlastitu koli¢inu informacije na izvoru Q (x;)

1

Apriorne vjerojatnosti: p(x;) = % ,plxy) = 2 p(x3) = i

Graf zadanog diskretnog komunikacijskog kanala prikazan je na sl.4.3.:

2 ¥a
1-p 1-p
2 2
R £ ¥

Slika 4.3. Graf zadanog diskretnog komunikacijskog kanala

pri ¢emu su uvjetne vjerojatnosti:
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p(yjlx:) =
a) Zajednicke vjerojatnosti racunaju se prema izrazu:
p(xi:Yj) = p(x;) 'P()’j|xi)

Pojedine zajedniCke vjerojatnosti tada iznose:

1 1 1
p(x1,y1) = 7 p(xy,y1) = Te p(x3,y1) = Te
1 1 1
p(x1,y2) = Py p(xy,y,) = P p(x3,¥,) = Te
1 1 1
p(x1,y3) = p(x2,y3) = p(x3,y3) =3

b) Aposteriorne uvjetne vjerojatnosti p(xl- |yj) raunaju se prema izrazu:

p(x1;)
p(xily;) =
()
Apriorne vjerojatnosti za dogadaje y; nisu zadane pa ih ra¢unamo prema sljedeCem
izrazu:
n
p(y) = ) p(xy)
i=1
to jest:

3
3
p(y1) = z p(xi, ;) = p(xy, y1) + p(x2, y1) + p(x3, 1) = 3
i=1
3

5
p(y2) = z P(xi;}’j) =p(x1,¥2) + p(x2,¥2) + p(x3,¥2) = 16
i=1

3

5
p(ys) = z p(x1, ;) = p(x1,¥3) + p(x2, ¥3) + p(x3,¥3) = T

i=1

Provjera uvjeta normiranja:

p1) +p(2) +p(y3) = % +15—6 +% =1
Aposteriorne vjerojatnosti su sada:
p(xaly) =2 p(xalys) =2 pCrslyy) =1
pCaly) = 5 p(alys) = p(xslys) = 1
pCalys) =3 p(ralys) =3 p(islys) =2
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¢) Uzajamni sadrZaj informacije I(x;, y;) raCuna se prema izrazu:

1(x3) = 1420
pa se dobivaju sljedece vrijednosti:

I1(xq,y1) = ld% = ldg = 0,415 Sh
1(x1,y,) = ld% = ld% = —0,322 Sh
1(xq,y3) = ld% = ldg = —0,322 Sh
1(x;,y,) = ld% = ld% = —0,585 Sh

1(xy,y,) = ld% = ldg = 0,678 Sh
1(x,,y3) = ld% = ldg = —0,322 Sh
1(x3,y,) = ld% = ld% = —0,585 Sh
1(x3,y,) = ld% = ldg = —0,322 Sh

1(x3,y3) = ld% = ldg = 0,678 Sh
d) Vlastiti sadrzaj informacije Q (x;) racuna se na sljede¢i nacin:
Qlx;) = ldp(_ici)

pa se dobiva:

1
0(x,) = ld—— =1d2 = 1Sh

p(x1)
1
Q(x,) = 1dp(x2) =1d4 = 2Sh
1
Q(X3) = ldm = 1d4 = 2Sh
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Zadatak 4.2.

IzraCunajte prosjecnu uzajamnu koli¢inu informacije za skupove X 1 Y kojima je
statisticka veza izraZena zajednickim vjerojatnostima P(x; y;) prikazanima tablicom:

P(xi, yy) X X2 X3
Vi 0,1 0,2 0,3
™ 0,25 0 0,15

Prosjecna uzajamna koli¢ina informacije moze se izraCunati primjenom jednog od
dvaju izraza ispod:

I(x,Y) zzn:i (xl,y] I(xuy]) ZZP(XVYJ) ldpl(jzlxll);])

i=1j=

IX,)Y)=HX)-HX|Y)=HX)+HY)—-HX,Y)

pri ¢emu vrijedi:

¢ 1
H(X) = Zl P(x) s
- 1
HY)Y = P(y;) - 1d——
) ]Z On) e
HX|Y) = P(x,y;) - 1d ——
D Pl M s

n m 1
H(X,Y) =le (Xl,y])ld P(T,y])

Ovdje ¢e se koristiti drugim na¢inom za rjeSavanje zadatka.

Prvo je potrebno odrediti apriorne vjerojatnosti slanja simbola kako slijedi:
2
P(x;) = Z P(x:, ;)
j=1
2

P(x,) = Z P(x1,y;) = P(xy,y1) + P(xy,y,) = 0.1+ 0.25 = 0.35

j=1
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2

P(x,) = Z P(x3,5;) = P(x3, 1) + P(x2,y,) =0.2+ 0 = 0.2
j=1
2

P(x3) = Z P(x3,yj) = P(x3,y,) + P(x3,y,) = 0.3+ 0.15 = 0.45
j=1

Analogno se racunaju i apriorne vjerojatnosti primljenih simbola P(yj):
3
P(y) = ) P(xy))
i=1

3
P(y,) = z P(x;,y;) = P(x1,y1) + P(x5,y,) + P(x3,y,) =01+4+02+03=0.6

i=1

3
P(y,) = Z P(x,y,) = P(x0,v,) + P(xp,y5) + P(x3,y,) = 0.25+ 0 + 0.15 = 0.4

i=1
Entropija izvora ra¢una se kao:

1
P(x;)

3 3
H(X) = ZP(xi)-ld —ZP(xi)-ld P(x)
i=1 i=1

H(X) = —P(xy) *1d P(x1) — P(xz) - 1d P(x;) — P(x3) - 1d P(x3)

Sh
=0,53+ 0,464+ 0,518 = 1,512 —
simb
Entropija na odredistu racuna se kao:
2 1 2
HOY) = ) P(y) - ld—— == > P()-1d P()
= Py) &

Sh

simb

Zajednicka entropija rauna se kao:

3 2
i=1 j=1
H(X,Y) = =P(x1,y1) - 1d P(xq, 1) — P(x1,¥2) - 1d P(x4,y,) — P(x2,¥1) - 1d P(x3,y1)
— P(x3,¥2) - 1d P(x2,y,) — P(x3,y1) - 1d P(x3,¥1) — P(x3,y,) - 1d P(x3,y>)

Sh
=0,332+4+0,5+ 0,464+ 0,521 + 0,411 = 2,228 ——
simb

Konaéno, vrijednost prosje¢ne uzajamne koli¢ine informacija dobiva se kao:
Sh

IX,Y)=HE) +HY) —HX,Y) = 1,512 + 0,971 - 2,228 = 0,255 =
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Zadatak 4.3.

Vjerojatnosti pojave diskretnih simbola na izvoru informacije su:
1 1 1. 1
P(xq) :E,P(xz) :Z,P(x3) :galp(x4) =3

Statisticke veze izmedu pojedina dva simbola prikazane su sljede¢om tablicom:

xox | Plxux) | P(glx) | xx P(x;,x;) P(x;]x;)
X7 X; 13/32 13/16 X3 X1 0 0
X1X2 3/32 3/16 X3 X2 0 0
X1 X3 0 0 X3 X3 1/8 1
X7 X4 0 0 X3 X4 0 0
X2 X; 1/32 1/8 X4X] 1/16 12
X2X2 1/8 1/2 X4 X2 1/32 1/4
X2X3 0 0 X4 X3 1/32 1/4
X2 Xq 3/32 3/8 X4 X4 0 0
IzraCunajte entropiju izvora:

a) Bez statisticke ovisnosti

b) Uz statisticku ovisnost medu simbolima.

a) Entropija izvora bez memorije ra¢una se kao:

- Sh
H(X) = Z PG Mo =175 o

b) Kad postoji statisticka ovisnost medu simbolima, entropija izvora rac¢unat ¢e se kao:

H,(X) = Zn: i P(x;,x;) - ld—

i=1 j=1 P(xilxi)

Uvrstavanjem zadanih vrijednosti, dobiva se:
Sh
H,(X) = 0,87m
Budu¢i da je entropija mjera kaosa i nereda nekog sustava, ovo je zapravo ocekivan
rezultat. Dakle, entropija izvora koji nije bez memorije bit ¢e manja od entropije izvora gdje
ne postoji statisticka ovisnost medu simbolima.
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Zadatak 4.4.

Odredite kapacitet binarnog simetricnog kanala.

Graf diskretnog binarnog kanala prikazan je na slici ispod.

1-p,

p, - vjerojatnost pogreske

P, 1— p, - vjerojatnost to¢nog prijenosa

V2

l_pe

Slika 4.4. Graf binarnog kanala
Apriorne i uvjetne vjerojatnosti oznacit ¢emo kao:
p(x) =a
px;) =1—-a=a
Pilx1) =1—pe = pe
P(y1lxz) = pe
p(y2lxz) =1—p. =De
p(y21x1) = pe

Zajednicke vjerojatnosti jednake su onda:

p(xy,y1) = p(xy) - plx1) = a-pe
p(x1,¥2) = p(x1) " p(y2lx1) = a-pe
p(x2,¥1) = p(xz) " p(y1lx2) = a-pe
p(x2,¥2) = p(x2) - p(y2lx2) = a-pe

A vjerojatnosi dogadaja y; dobivaju se kao:
p(y1) =p(xy,y1) +p(xzy1) =a-pe +a-pe
p(2) =p(x1,y2) + p(x2,¥2) =a-p.+a-p.

Kapacitet je kanala maksimalna vrijednost prosjecne uzajamne koli¢ine informacija.

C =maxI(X,Y)

Prosjecna uzajamna koli¢ina informacija racuna se kao:
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32

1(X,Y) = Zn:ip(xl,y] ) 1(x;,y;) = ZZp(xl,yj) ldp(xlly])

= = p(x;)
n m
p(y,-lxi)
= p l' ]) ld ( )
i=1 j=1 PV
. Pe Pe
( )=ape a'pe+a'pe+a Pe a'p€+_a.pe+
_ Pe _ Pe
+a-p, ' ld———+a'p, ' ld————
Pe a-p,+a-p, Pe a-p,+a-p,
1
IX,Y)=(a'p.t+tap,) ld———+((a-p.+a- ld——
( )=(a PeT d pe) A Pet+ Q- Pe (a Pe T d pe) A Pe+ Q- Pe
( <+ -1 1)
Pe D Pe e

Uvedimo sljedeée oznake:

z=a'p,+a-pe
=1-

N

z=1—-a'p,+apo=a+a—ap.+a-(1—p,)=a'p,+a-p,

I(X,Y) ( PR ldl) ( A=+ 5 ldl)
= (z1d 4 7108 = (142 4510~
~ 7) = (pe-ld-+7e - 1d—

Definirajmo sad funkciju Q(z) kao:

1 1
QUz)=z-ld—+2z-1d-
z Z

QI

Ny

Graf funkcije ((z) prikazan je na slici 4.5.

Slika 4.5. Graf funkcije 2(z)

Budu¢i da je sada

I(X,Y) = Q(2) — Q(pe)



a kapacitet predstavlja maksimalnu vrijednost prethodnog izraza, dobivamo da je

C = maxI(X,Y) = max(Q(z) — Q(p.)) = 1 — Q(pe)

.. . — 1
za vrijednostia = a = e

Zadatak 4.5.

Prijenos vijesti provodi se alfabetom s 8 razli€itih simbola predstavljenih signalima
trajanja
T =1ms.

Ako je vjerojatnost predaje simbola:
p(x) =27 i=1.23,..,7
p(x7) = p(xg)
Odredite brzinu predaje vijesti i kapacitet kanala:

a) Bez smetnji u kanalu
b) Sa smetnjama u kanalu koje umanjuju entropiju izvora za 25 %.

Zadane apriorne vjerojatnosti su:

p() = p(x,) =+ p(x;) == p(x) = —
plxs) = 5 plxs) = — p(x;) = — plxg) = —

Entropija izvora je u oba slucaja jednaka i iznosi:

Sh

simb

= 1,985

HEO = ;p(xi) s

Brzina predaje vijesti je, takoder, jednaka u oba slucaja i iznosi:

_HX) 1985 985bit
YT T1103 s
a) Kapacitet predstavlja maksimalnu vrijednost prosjeéne uzajamnje koliine
informacija:
max[(X,Y)
= f

U kanalu bez smetnja prosje¢na uzajamnja koli¢ina informacije bit ¢e jednaka
entropiji izvora, pa vrijedi:
max H(X)

C =
T
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Entropija izvora ¢e biti maksimalna kad su sve apriorne vjerojatnosti simbola
medusobno jednake. U ovom sluc¢aju, maksimalna entropija izvora iznosi:
Hiae0) =3 o=, zaP(x) = £
simb 8
Kapacitet je onda jednak:

Hppax (X bit
ca=%()=3000?

b) U kanalu gdje postoji opisana smetnja, maksimalna vrijednost prosjecne uzajamne
koli¢ine informacija bit ce:
Hpnax (X ) _ 3

_Hmax(X)

max [ (X,Y) = Hpg(X) — 2 =1

pa ¢e kapacitet kanala biti:

C —3C —2250bit
b= ygra™ s

Zadatak 4.6.

Odrediti kapacitet kanala ¢ija je kanalna matrica:

p g 0 0

7 O IS
0 0 p g I
0 0 g p

Kanalnom matricom zadane su uvjetne vjerojatnosti p(y]- |xl-):
p(yilx1) = p(r21x2) = p(3lx3) = P(alxs) = p
p(y1lxz) = p(r21x1) = p(3lxs) = p(Yalx3) = q

p(1lx3) = p(1lxs) = p(2lx3) = p(¥2lx4) =
=pslx1) = p(yslxz) = palx) = p(yalxz) =0
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q q
Y
p
p
1 Vs H(x/y)
q q
< Va4
p

RRUENIOZY

Slika 4.6. Grafovi kanala i Vennovi dijagrami za prikaz odnosa izmedu uvjetnih entropija i uzajamne

kolicine informacija
Kapacitet se racuna na sljede¢i nacin
C =maxI(X,Y)
pri cemu je:

I(X,Y) = HYY) — H(Y|X)

1
H(Y) = ,-le(y") s
1
H(YIX) = ;;p(xi.yj) WS
Uzmimo da je:
p(x1) = a
p(x;) = a,
p(x3) = az
p(xy) = a,

pa vrijedi:
a1+a2+a3+a4=1

Matrica zajednickih vjerojatnosti onda izgleda kao:
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M= 0 0 a;-p a;-q =Py
0 0 a,-q a,-p
paje:
H(YIX)=a1-p-ldl+a1-q-ldl+a2-q-ldl+a2-p-ldl+
p q q p
+a3-p-ldl+a3-q-ld1+a4-q-ldl+a4-p-ld1
p q q p
to jest:
H(YIX)=p-1d%-(a1+a2+a3+a4)+q-1d%-(al+a2+a3+a4)=
=p-ld%+q-ld$=—(p-ldp+q-ldq)=konst.
Buduc¢i da je:

C = max(I(X, Y)) = max(H(Y) — H(YIX)) =max(H(Y)+p-ldp +q-1dq) =
=max(H(Y))+p-ldp+q-1dg

ostaje jo$ nac¢i maksimalnu vrijednost entropije odredista.

Entropija H(Y) ¢e biti maksimalna za jednake vjerojatnosti dogadaja y; na odredistu,
dakle:

1
(V1) =p(2) =p(y3) =p(ys) = 1
11znosit ¢e:

m
1 Sh
H(Y)=Zpy- -1d =2—
= () p(y;) simb

Kapacitet ¢e onda biti jednak:
C=2+p-ldp+q-ldq
Zadatak 4.7.

Dva binarna kanala serijski su povezana kako je to predoceno na sljedeco;j slici.
Odredite matricu ekvivalentnog kanala koji predstavlja kaskadnu vezu ovih dvaju, ako je
P(x;)=P(x;)=0,5. Skicirajte novonastali diskretni komunikacijski kanal.
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Z1

Z3

0.8 0.8

Slika 4.7. Kaskadna veza dva binarna kanala

Da bismo odredili matricu ekvivalentnog kanala sa slike, potrebno je odrediti
pojedinacne kanalne matrice:

0,5 0,5)

My =M, = (0,2 0,8
Ekvivalentna se matrica dobiva mnoZenjem pojedinac¢nih:

0,5 0,5) % (0,5 0,5) _ (0,35 0,65)

M =M xM; = (0,2 0.8) Vo2 08~ 026 074

Graf ekvivalentnog kanala prikazan je na slici:

0,35

'x1 G L “1
0,65
0,26

Xz > 2z
0,74

Slika 4.8. Graf ekvivalentnog binarnog kanala

Zadatak 4.8.

Za sustav kao na slici izraCunajte Sirinu frekvencijskoga propusnog pojasa kanala B
pod uvjetom da ne dode do izoblicenja informacije u kanalu.

SNR=10 dB SNR,=40 dB

o Dekoder o

B W=4 kHz

Slika 4.9. Zadani sustav

W — Sirina spektra izvornog signala
B — sirina frekvencijskog propusnog pojasa kanala
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Kako ne bi doslo do izobli¢enja unutar dekodera, mora biti ispunjeno:
C, =G,
pri ¢emu je:
C; = B-1d(1+ SNR;)
C, =W -1d(1 + SNR,)
Iz gornjih izraza lako se izracuna trazeni frekvencijski opseg kanala B:

_ W-1d(1 + SNR,)
~1d(1 + SNR)

to jest:

_ 4-10°-1d(1 4+ 10%)
B 1d(1 + 10)

= 16 kHz

Zadatak 4.9.

Kontinualni kanal opisan je snagom signala P, = S, - B 1 snagom Suma Py = N, - B .
. . . . y . . e W
So i Ny su spektralne gustoée snage signala i snage Suma, respektivno, i iznose: Sy = 107° o

Ny = % 1078 % Sirina kanala je B = 10*Hz.
a) IzraCunajte kapacitet kanala

b) Kolik je kapacitet kanala ako se pretpostavi da Sirina kanala B tezi k beskona¢nosti?

a) Kapacitet kanala racuna se prema izrazu:
C =B-1d(1 + SNR)
pri cemu je
P, So-B S 107
SNR = =~ == =200

$ NO'B_NO_%.lo—s

Tada se dobiva da je kapacitet:

kSh
€ =10*-1d(1 +200) = 76,5 —

b) Kapacitet ¢emo izracunati uz pomo¢ granicnog procesa kada pustimo da opseg B
neograniceno raste (pri ¢emu neograni¢eno raste i snaga Suma Py = v - B):

vB

P P v Py P P\F P
C=limB-ld(1+—)=limB—-—ld(1+—)=—limld<1+—> —lde
B vB Box v P vB VU B-x vB v
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Prema tomu, iako je opseg beskonacan, zbog beskonacne snage Suma kapacitet ovoga
kanala ostaje konacan.

Zadatak 4.10.
U kontinualnom kanalu Sirine B =4 kHz, na signal sa spektralnom gustoCom snage

S, =107 HK ¢ijja je razdioba dana na slici 4.9. djeluje aditivni Sum gusto¢e snage
z

N, =5~10‘5K. Izracunati kolika je koli¢ina energije potrebna za prijenos jednog bita

y4
informacije. Kolika je pogreska u kanalu ako je izraz za vjerojatnost pogreske zadan u obliku
P,
-1 A3,
c 2
Uputa:
Formula za koli¢inu energije potrebne za prijenos jednog bita informacije je g = % .
T -~
i
-
SG L - - :‘:. - - - //
~ -
T
fo
B

Slika 4.10. Razdioba spektralne gustoce snage signala

Prema uputi, koli¢ina energije potrebna za prijenos jednog bita informacije racuna se
prema izrazu:
E_F
b C
Da bismo izracunali kapacitet kanala, potrebno je prvo izracunati snagu signala i
snagu Suma.

Za proracun snage signala koristit ¢emo se podatkom o razdiobi spektralne gustoce
snage zadane slikom. Snaga signala jednaka je povrsini ispod krivulje (u ovom slucaju trokut)
koja opisuje razdiobu spektralne gustoce snage, to jest:

1

1
P=55B=51074-10°=2W
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Spektralna gusto¢a snage bijelog Suma uvijek je jednaka na cijelom frekvencijskom
opsegu, pa je stoga snaga Suma:
Pi=Ny-B=5-10"5-4-103=0,2W
Sada je lako izracunati kapacitet kanala:
2 kSh
C =B-1d(1+ SNR) =4-103 -ld(l +ﬁ) = 13'84T
Koli¢ina energije potrebna za prijenos jednog bita informacije bit Ce:
E P 2 _ 015 m]
b € 1384-103 " bit
Pogreska u kanalu racuna se kao:

AN
P=e (%) =5 e 1" =227-10°

Zadatak 4.11.

Neka se nade kapacitet kontinualnog konvencionalnog kanala, gdje je spektralna
gustoca snage signala dana prema slici. Prisutan je nekorelirani Sum spektralne gustoce snage
uniformne razdiobe, 1 zadano je:

B =100 kHz, Sy=10® W/Hz, Ny= 10" W/Hz

A
S(W/Hz)

\/

i,
T

f(Hz)

A
©
A

Slika 4.11. Razdioba spektralne gustoce snage signala

Da bismo izracunali kapacitet kanala, potrebno je prvo naci snagu signala i snagu
Suma.

Za proracun snage signala koristit ¢emo se podatkom o razdiobi spektralne gustoce
snage zadane slikom. Snaga signala jednaka je povrSini ispod krivulje koja opisuje razdiobu
spektralne gustoce snage, to jest:
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p=soDyz 0l 08 o 100100 10° = 0,69 mw
STRTEBT A8 16 0 T 16 B
Spektralna gustoca snage bijelog Suma uvijek je jednaka na cijelom frekvencijskom
opsegu, pa je stoga snaga Suma:
Pi=Ny-B=10"1-100-10% = 0,01 mW

Sada je lako izracunati kapacitet kanala:

0,69 kSh
) =61

C=B-ld(1+SNR)=100-103-1d<1+001 =

S
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Analogno-digitalna pretvorba znaci pretvaranje analogne velicine (najces¢e napona) u
ekvivalentnu digitalnu vrijednost.

Digitalni

Analogni signal Analogni

signal i et LU signal

Slika 5.1. Analogno-digitalna pretvorba

Impulsno-kodna modulacija

Impulsno-kodnom modulacijom obavlja se analogno-digitalna (A-D) pretvorba
analognog signala u digitalni, Sto se izvodi u sljede¢im koracima:

1. Ogranicenje frekvencijske Sirine pojasa analognog signala uz pomo¢ filtra koji gusi
sve komponente signala izvan ciljanoga podrucja. No, kako filtar ima konac¢nu
strminu, guSenje frekvencija izvan propusnog podrucja filtra nije oStro, pa se
ograni¢ava neSto S$iri frekvencijski pojas od nuzno potrebnoga. (Primjerice, u
klasicnoj fiksnoj telefoniji, ucinjen je kompromis izmedu dovoljne snage i
razumljivosti govora. To implicira da zahtijevani odnos S/N bude 30 — 40 dB.
Analogni signal ogranicava se na frekvencijski pojas od 300 Hz do 3 400 Hz, ali se
svakome kanalu, zbog konacne strmine filtra, dodjeljuju 4 kHz.), slika 5.2.

4 kHz

| |

300 Hz 3400 Hz

Slika 5.2. Ogranicavanje frekvencijskog pojasa signala
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2. Uzimanje uzorka (vremenska diskretizacija) provodi se sukladno Nyquistovu pravilu,
dakle frekvencijom koja je najmanje 2 puta veca od najvise frekvencije u spektru
analognoga signala. Tako je za na$ primjer impulsno-kodne telefonije (Pulse Code
Modulation — PCM), odabrana frekvencija uzorkovanja od 8 kHz, tj. svakih 125 ps,
Sto implicira da su svi vremenski intervali kojima se koristi u telefonskom sustavu,

FPAM signal
viSekratnici od 125 ps; slika 5.3.

Slika 5.3. Vremenska diskretizacija (uzimanje uzorka) signala

3. Kodiranje uzoraka provodi se minimalno potrebnim brojem bita koji osigurava
dovoljnu aplitudnu razluéivost uzoraka signala, a $to ovisi o dinami¢kom opsegu
signala. (Primjerice, prema standardu PCM A-D konverzije, minimalno je potrebno
razlikovati 256 razli¢itih amplitudskih razina signala, Sto omogucuje kodiranje s 8 bita
po uzorku, te konac¢no brzinu PCM prijenosa govornog kanala od: 8§ kHz x 8
bit/uzorku = 64 kbit/s, slika 5.4.

Vrijednosti na izlazu kodera

Maksimalna pogreska Vrijeme — Binarno [Inverzno
g\ i binarno
Kidirony s BELSsEo e e M 47 it 1000
vrijednosti S— / — \ """ '* _____________________ +6 o 100t
e T O i L T ety prpeyuprei: +5 1101 1010
F A e e T e +4 1100 1014
P R ey oy e [ |, 7 [T e o speeeyrpswen I +3 101 1100
Amplituda 7 T T e +2 1010 1101
' * ), e e A + 1001 1o
Interval X e +0 1000 1
rval \ ¥----| -0 0000 o
kvantizacije ‘ ¥ F -] = 0001 oto
e ¥ 4 e -2 0010 ofof
P \ J1----- -3 0011 0100
7 \ 7 (i Bt -4 0100 oot
Pragovi — s , -A----| -5 0101 0010
odluke — / AN L --1H----] -6 oto 0001
~ D P —— RN (= ofi 0000
Analogni PAM signal L]

Slika 5.4. Amplitudska diskretizacija i kodiranje vremenski diskretiziranoga signala
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Zadatci za vjezbu

Zadatak 5.1.

Na slici 5.4. prikazana je blok-shema sustava za prijenos signala PCM (impulsno-
kodnom modulacijom). Uzorkovanje signala u,(z) vr$i se u trenucima ¢; = kT, (k = 0, £,
+2), Ty= 100us. Amplitude uzoraka signala u;(¢) nalaze se u intervalu |u;(?)| < 0,8V i
kvantiziraju se u kvantizatoru Q tako Sto je taj interval uzorkovan ravnomjerno na 8
kvantizacijskih razina. U koderu K obavlja se kodiranje kvantiziranih uzoraka binarnim
kodom. Prijamnik se sastoji od dekodera i idealnog filtra prijenosnika niskih frekvenacija.

Ako je
I
u;(t) = u-sin (wmt + Z)' u=08YV, f,=2kHz

prikazite vremenske oblike signala na izlazu iz bloka za uzorkovanje, kvantizatora i kodera za
vrijeme jednog perioda signala u,(2).

t
oi) = e o’ Q Kl —e---e— D ~l—e

fin uzorkovanje kvantiziranje  kodiranje

Slika 5.5. Blok-shema PCM sustava

Potrebno je provjeriti zadovoljava li zadana frekvencija uzorkovanja Niquistov uvjet:

1

=—=—-——Hz>2-2kH
fo= T =100 1076122 z
Kako je period zadanog signala jednak:
T = 1 _ ! =500
m=r T200-108 W

zakljucujemo da ¢emo unutar jednog perioda signala imati 5 uzoraka.

U sljedec¢oj tablici dani su uzorci u svakom od trenutaka uzorkovanja unutar prvog
perioda(zat=k-T,, k=0,1,2,..,5).

t | 0 T, 2T, 37, 4T, 5T,
u, | 0,565 | 0,713 | —0,125 | —0,79 | —0,363 | 0,565

Vremenski oblik signala uy(t) izgledat ¢e kao na slici 5.6.:
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Slika 5.6. Vremenski oblik signala na izlazu iz bloka za uzorkovanje

Kvantizator ima 8 kvantizacijskih razina i njegova karakteristika prikazana je na slici 5.7.

Nakon prolaska kroz blok kvantizatora, vrijednosti uzoraka ,,zaokruzuju“ se sukladno

karakteristici kvantizatora; slika 5.7..

08T
0.6}
0.4t

0,2+ 1

Karakteristika
kvanizatora 2

7

6

5000

L]

02 04 06 08

Slika 5.7. Karakteristika kvantizatora

t 0 T, 2T, 3T, 47T, 5T,
u, | 0,565 | 0,713 | —0,125 | —0,79 | —0,363 | 0,565
u,(t) | 0,5 0,7 -01 | -=0,7 | =03 | 05

Vremenski oblik signala nakon prolaska kroz blok kvantizatora prikazan je na slici 5.8.
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057

Slika 5.8. Vremenski oblik signala na izlazu iz bloka za kvantiziranje

Za jednozna¢no kodiranje 8 razlicitih kvantizacijskih razina binarnim ravnomjernim
kodom potrebna su 3 bita. Svakoj kvantizacijskoj razini pridruzuje se jedna kodna rije¢ prema
tablici ispod.

Razina K‘.’.d?a Razina K‘.’.d?a
rije rijec
0 000 4 100
1 001 5 101
2 010 6 110
3 011 7 111

Izgled signala nakon prolaska kroz blok kodera prikazan je na slici 5.9.
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i 0 T, o1, | 37 aT, | 5T,
u, 0,565 | 0,713 | —0,125 | -=0,79 | —0,363 | 0,565
uy(t) | 05 0,7 -0l | -0,7 | =03 0,5
Razina 6 7 3 0 2 6
ngiga 110 | 111 011 000 010 110
L, 2L, 3, 4, 5, 6],

Slika 5.9. Vremenski oblik signala na izlazu iz bloka za kodiranje




Zadatak 5.2.

Od 30 telefonskih signala formirana je primarna digitalna grupa koja se dalje prenosi
kroz sustav prijenosa. Svi telefonski signali ograni¢eni su niskopropusnim filtrom s f. = 4
kHz. Primijenjena je impulsno-kodna modulacija s fy = 8 kHz 1 ¢ = 256 kvantizacijskih razina
s binarnim kodiranjem. Unutar jednog perioda uzorkovanja pored bita telefonskog signala,
ubaceno je 8 bitova za signalizaciju i 8 bitova za sinkronizaciju.

a) Nacrtajte i objasniti strukturu okvira.
b) Izracunajte brzinu protoka.

Kada se kroz jednu liniju istovremeno Zeli prenijeti vise signala u intervalu trajanja od
jednog perioda odabiranja, koristi se principom vremenskog multipleksiranja. Ovom je
metodom period odabiranja podijeljen na onoliko segmenata koliko se signala zeli prenijeti.

a) Potrebno je provjeriti je li zadovoljen Niguistov uvjet:
fo=8kHz>2-4kHz=2-f,

Period uzorkovanja racuna se kao:

1
Ty = f_- = 125 ps = Toipira
0

i ujedno u ovom sluc¢aju odreduje duljinu trajanja okvira.

Budué¢i da kvantizator ima 256 kvantizacijskih razina, za kodiranje binarnim
ravnomjernim kodom potrebno je 8 bitova, to jest:
n=238

Okvir ¢e se sastojati od 30 vremenskih odsjecaka (za po jedan ouzorak od svakog od
30 telefonskih signala) i jo§ 2 vremenska odsjecka rezervirana za signalizaciju i
sinkronizaciju okvira.

Signalizacija Sinkronizacija

| 750 | 7ot | 2| 783 - |TE16] - |TN3

1251
32 signala - 8 hita= 256 bita

Slika 5.10. Struktura okvira
b) Bitska brzina protoka rac¢una se na sljedeci nacin:

_ duljina okvira 256

= = = 2,048 Mb
Vb trajanje okvira 125-107° ps
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Zadatak 5.3.

U sustavu s impulsno-kodnom modulacijom prenose se 32 telefonska signala, pri
¢emu se nultim 1 Sesnaestim koriste kao pomo¢nima. Ovim sustavom treba prenijeti mux-
signal koji je sacinjen od N = 6 telefonskih signala i M muzickih signala. Karakteristike
signala su sljedece:

e Telefonski

q =256 fnax = 4 kHz
e Muzicki
P
max — 16 kHz = = 80 dB
/ (P §)KVANT

a) IzraCunajte minimalnu frekvenciju uzorkovanja muzickih signala tako da ona bude
umnozak od 4 kHz.

b) Izracunajte broj muzickih signala koji se mogu prenijeti ovim sustavom.

a) Minimalnu frekvenciju uzorkovanja muzic¢kih signala izracunat ¢emo primjenom
Niquistova uvijeta:
fom = 216 kHz = 32 kHz

to jest
fOM =32 kHz

Tada je period uzorkovanja muzickih signala jednak:

1
0

Period uzorkovanja telefonskih signala bit ¢e:

Tor = = 125 ps = Toipira

for
b) Duljina okvira u kojem ¢e biti smjeSteni uzorci telefonskih i muzickih signala jednaka je:
N - Nor -ng + M - Ny -y = 256b

pri ¢emu je:

N — broj telefonskih signala

M — broj muzickih signala

Nyr — broj uzoraka jednog telefonskog signala unutar okvira

Ny — broj uzoraka jednog muzic¢kog signala unutar okvira

nr — broj bitova po uzorku telefonskog signala

ny — broj bitova po uzorku muzickog signala
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Sukladno prethodnom zadatku, telefonski ¢e se signali kodirati s 8 bitova (256
kvantizacijskih razina u kvantizatoru) pa vrijedi:

TLT=8

Za muzicke signale ¢e se broj kvantizacijskih razina (i posljedi¢no broj bitova po
uzorku) odrediti iz uvjeta za vrijednost odnosa snaga signala i Suma prema sljedecoj relaciji:

P,
(—S) [dB] = 10log q? = 80 dB
Py KVANT
80
qz = 10710

q =10000 < 2™
Broj bitova po uzorku jednog muzickog signala iznosit Ce:

Broj uzoraka jednog telefonskog i jednog muzickog signala unutar okvira rac¢unamo
na sljede¢i nacin:

Tokvlra
Nor = =1
oT TOT
Tokvira
Noy = == =4

Sada kona¢no mozemo izracunati broj muzickih signala iz relacije:
N'NOT'TlT-I—M'NOM'nM = 256b

_256_N'NOT'nT_
Nopm * iy

3,7

to jest, buduci da broj muzickih signala mora biti prirodan, bit ¢e M = 3.
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Za potpunu karakterizaciju sluc¢ajne varijable bitno je uz njezin rang znati i s kakvim
vjerojatnostima se mogu pojaviti njene razlicite vrijednosti. Time je za tu slucajnu varijablu
odredena razdioba vjerojatnosti.

Neposredno zadavanje vjerojatnosti

Za neku diskretnu varijablu ¢ koja poprima vrijednosti x;, x5, X3, ... dovoljno je znati
odgovarajuce vjerojatnosti:
P =x;) =p;

Vjerojatnosti p; su pozitivni brojevi za koje vrijedi uvjet normiranja:

Zpi=1
7

pri ¢emu suma obuhvaca sve vrijednosti indeksa i kojim su oznacene razne vrijednosti
slu¢ajne varijable ¢.

Gustoca vjerojatnosti

Drugi nacin opisivanja razdiobe vjerojatnosti pogodan je za kontinualne slucajne
varijable. Gustoca vjerojatnosti je funkcija jedne realne varijable x, definirana na cijeloj
realnoj osi (eng. probability density function — pdf):

P(x—A—x<€<x+A—x)

2 2
Ax

pe(x) = Jim,

Dakle, gustoca vjerojatnosti slucajne varijable ¢ u tocki x dobiva se tako da se uzme
vjerojatnost da ¢ ima vrijednost u intervalu Sirine Ax, i potom prijede na grani¢nu vrijednost
limes Ax — 0.
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Vjerojatnost se iz gustoce dobiva integracijom. Na primjer, vjerojatnost da ¢ ima
vrijednost u danom intervalu [x;, x2] je:

P, < E<1xp) = f pe (¥)dx
)
y=Pe($)
I T2 T

Slika 6.1. Primjer funkcije gustoce vjerojatnosti

Geometrijska interpretacija ovog rezultata sasvim je jednostavna. Vjerojatnost da
slucajna varijabla ¢ ima vrijednost u intervalu [x;, x,] predstavljena je povrSinom ispod
krivulje y = pg(x) u tom intervalu.

Treba uociti da odavde slijedi jedno vazno svojstvo kontinualnih slu€ajnih varijabla:
vjerojatnost da ¢ uzme neku tocno odredenu vrijednost jednaka je nuli:

PE=x)=0

Ovo je karakteristi¢no svojstvo kontinualnih slucajnih varijabla. Za njih ima smisla
promatrati slu¢ajne dogadaje odredene intervalima, a ne pojedinim tockama.

Za gustocu vjerojatnosti vrijedi 1 uvjet normiranja:

[>¢

fpf (x)dx =1

-

Kumulativna funkcija razdiobe

Za svaku slucajnu varijablu razdioba vjerojatnosti moze se definirati i uz pomo¢
kumulativne funkcije razdiobe:

Fe(x) =P <x), x€R

Vazno je odmah uociti da je Fg(x) realna funkcija kojoj je definicijsko podrucje

éitava realna os.

Osobine kumulativne funkcije razdiobe (eng. cumulative density function — cdf) su
sljedece:
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e F:(x) je monotona funkcija, tj.:
Fe(xy) < Fe(xp) za x; < x
e Granicne vrijednosti funkcije Fg(x) su:

xl_igl« Fe(x) =0
lim Fe(x) =1

x>+

e Iz funkcije F¢(x) se mogu dobiti vjerojatnosti:

P(x; <§<x;) = Ff(xz) - Ff(xl)

1. Za diskretnu slucajnu varijablu ¢, funkcija razdiobe ima konacan ili najviSe
prebrojiv ureden skup toc¢aka prekida
Xy <Xy < xg3 < o
Skok
Pr = Fg(xy + 0) — Fg (3 — 0)

jednak je vjerojatnosti da ¢ ima vrijednost x;. U intervalima izmedu susjednih tocaka prekida
Fje konstantna.

Na primjer, slucajna varijabla kojoj je funkcija razdiobe prikazana na sljedecoj slici,
ocito je diskretna i moze primati Cetiri vrijednosti x;, x2, X3 1 x4.

I To I3 T4 T

Slika 6.2. Primjer kumulativne funkcije razdiobe za diskretnu slucajnu varijablu
S pomoc¢u Heavisideove step-funkcije:

_ (1 x>0
”(x)_{o x <0

funkciju razdiobe diskretne slucajne varijable mozemo napisati u obliku:

T
k
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2. Za kontinualnu sluc¢ajnu varijablu funkcija razdiobe je kontinualna (neprekidna)
funkcija. U sklopu ovog kolegija proucavat ¢e se samo neprekidne slucajne varijable kojima
je funkcija razdiobe ujedno i diferencijabilna svuda osim eventualno u nekim izoliranim
tockama.

Grafik funkcije razdiobe tipi¢ne kontinualne slucajne varijable ¢ dan je na sljedecoj slici.

Y 4 Yy = Fg(m)
T e

i

Slika 6.3. Primjer kumulativne funkcije razdiobe za kontinualnu slucajnu varijablu
3. Konacno, za slu€ajnu varijablu ¢ mijeSanog tipa, funkcija razdiobe ima konacan

broj toc¢aka prekida x; < x, < x3 < -+, a u intervalima izmedu njih mijenja se kontinualno.
Ako oznacimo skokove s:

P = Fe(xx + 0) — Fg(x, — 0)
onda je funkcija:

FGO) = F() = ) pra(x = )
k

neprekidna i monotono rastuca (ili barem neopadajuca) na Citavoj realnoj osi.

Prema tome, funkcija razdiobe za sluc¢ajnu varijablu mijeSanog tipa ima oblik:
Fe() = ) piue — %) +F ()
k

Na sljedecoj slici prikazana je funkcija razdiobe za slu¢ajnu varijablu mijeSanog tipa.

T T2

Slika 6.4. Primjer kumulativne funkcije razdiobe za sluc¢ajnu varijablu mjesovitog tipa
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Gustoca vjerojatnosti dobiva se deriviranjem funkcije razdiobe za odredenu slucajnu
varijablu i pogodna je za opis razdiobe vjerojatnosti kontinualnih slu¢ajnih varijabla. No, i za
diskretne slucajne varijable moze se uvesti gustoca vjerojatnosti.

Za diskretnu slucajnu varijablu ¢ funkcija razdiobe je kombinacija Heavisideovih
funkcija kako je prethodno ve¢ objasnjeno. Derivacija takve funkcije imat ¢e sljedeci oblik:

Pe () = ) pedCx = 1)
k

pri ¢emu je J(x) Diracova delta funkcija s glavnom osobinom:

X2
_ (1 ako je xq u intervalu (x;, x;)
_[ 80x —xo)dx = {O ako je xy < xq ili xo > x,
X1

Zadatci za vjezbu

Zadatak 6.1.

Telefonski poziv pojavljuje se slucajno u vremenskom intervalu [0,T]. Slucajna
varijabla ¢ definira se kao slu¢ajan trenutak pojavljivanja poziva. Odrediti funkciju gustoce i
kumulativnu funkciju razdiobe slucajne varijable ¢.

Slu¢ajna varijabla ¢ definirana na ovakav nacin je kontinualna s rangom x na
kontinualnom intervalu [0, T].

=

ps(x) ]

1
T

T

X
Slika 6.5. Graf funkcije gustoce vjerojatnosti za zadanu slucajnu varijablu

Funkcija gustoce razdiobe slucajne varijable ¢ je:
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1

— <x<
pg(x) ={T ,2a0<x <T
0, drugdje

Kumulativna funkcija razdiobe slucajne varijable ¢ dobiva se sljede¢im opisanim
postupkom.

Za x < 0 poziv se ne pojavljuje, pa je:
X
Fr(x) = P{¢ < x} = Fg(—) + jpf(t) dt =0

Za0<x<T

x
X

Fr(x) = P{§ < x} = F:(0) + f pe(t) dt = -
0

Za x > T poziv se sigurno pojavio, pa je:

X

Fg(X) = P{f < X} = FE(T) +fpg(t) dt=1
T

F.f (x] M

1-

Slika 6.6. Graf kumulativne funkcije razdiobe za zadanu slucajnu varijablu

Dobiva se, dakle, da je kumulativna funkcija razdiobe jednaka:
0zax<0
x
Ff(X)= ? za0<x<T
1zax>T

Zadatak 6.2.

Kumulativna funkcija razdiobe slucajne varijable ¢ zadana je kao na slici 6.7.
Odredite njezin analiticki izraz, te funkciju gustoce slucajne wvarijable &. Kolika je
vjerojatnost da je sluc¢ajna varijabla manja od 2,5?
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Fi (x) A

07T — —

Slika 6.7. Graf kumulativne funkcije razdiobe za zadanu slucajnu varijablu

Analiticki izraz kumulativne funkcije razdiobe dobiva se na osnovi zadanog njezina
grafika:

( 0zax<0
X
E,Za0<xS1

1
Fe(x) =+ E,Za1<xs2
x—1

2
\ 1,zax >3

,zal2 < x <3

Funkecija gustoce dobiva se diferenciranjem kumulativne funkcije razdiobe:

peCo) = - Fe(2)

( 0zax<0
%,ZaO <x<1
ps(x) ={0,zal<x<2

1
E,Za2<XS3

\ 0,zax>3

TraZena vjerojatnost moze se izraCunati na dva nacina:
2,5

P{¢§ < 2,5} = f ps(x)dx = 0,5+ 0,25 = 0,75

— 00

P{¢ < 2,5} = F¢(2,5) — Fs(—~») = 0,75
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=

pe(x)

0.5

0 1 2 25 3 4

Slika 6.8. Graf funkcije gustoce vjerojatnosti za zadanu slucajnu varijablu

Zadatak 6.3.

Zadana je gustoca vjerojatnosti slucajne varijable ¢ kao

pe(x) = ae P, —co < x < +o0

Veza izmedu konstanti a 1 b nalazi se kori§tenjem uvjeta normiranja:

+ oo

f p:(x)dx =1

—00

pa se dobiva:

+ oo +oo +oo

0
fpg(x)dxz f ae Pldxy = q febxdx-i-f ae b*dx

0

— 00 —00

Trazeni odnos je onda:

Za a = 1 vrijedi:
pe(x) = 72, —oo < x < +oo
Funkcija razdiobe nalazi se kao:

Za—0o<x<0

x
2x

Fe(x) = Fe(—0) + f pe(t)dt =

—00

Za) < x < 4o

2a
b

gdje su a 1 b konstante. Odredite odnos izmedu a 1 b, te potom za slucaj a = 1, 1 funkcije
gustoce 1 razdiobe vjerojatnosti.
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X

FS(X) = FE(O) + f pf(t) dt =1— ¢
0

—2x

2

Zadatak 6.4.
Telefonski poziv pojavljuje se sluajno u vremenskom intervalu [0, 7. Potrebno je
odrediti funkcije gustoée i razdiobe slucajne varijable ¢ koja se definira kao:
£= {1 ako se poziv pojavljuje u intervalu [t;, t;]
0 inace
Vjerojatnost da se telefonski poziv pojavi u intervalu [ty, t;] jest:

tb—t4

Slu¢ajna varijabla ¢ je u ovom slucaju diskretna slucajna varijabla sa samo dvije
vrijednosti koje moze poprimiti: 01 1, a kojima su vjerojatnosti:

PlE =1} =2 =p = F(D)

=t

PE=0}=1- =1-p=q="F/(0)

Kumulativna funkcija razdiobe za ovakvu slu¢ajnu varijablu bit ¢e izrazena kao:
Fex) =P =1} u(x—1D+PE=0}-u(x—0)=p-ulx—1)+q-ulx)
dok je funkcija gustoée ove slucajne varijable:

pe(x) =P =1}6(x-1D+P{{=0}-6(x-0)=p-6(x—-1)+q-5x)

Fr(x)p pe () P
1
p
D
q “q
0 1 < 0 1 ¢

Slika 6.9. Grafovi kumulativne funkcije razdiobe i funkcije gustoce vjerojatnosti za zadanu slucajnu varijablu
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Zadatak 6.5.

Otpor R ima nominalnu vrijednost 1 000 ©Q 1 maksimalnu pogreSku + 10%. Treba
odrediti vjerojatnost da se vrijednost otpora R nalazi izmedu 1 000 Q i 1 050 Q ako je otpor
uniformno rasporeden na intervalu mogucih vrijednosti. Nacrtajte funkciju gustoce i funkciju
razdiobe.

Otpor R predstavlja kontinualnu sluc¢ajnu varijablu ¢ kojoj je rang x
900 <x <1100

Prema uvjetu zadatka, rije¢ je o uniformnoj razdiobi, pa ¢e onda funkcija gustoce
vjerojatnosti biti:

1
Pg(x) — m,za 9200<x <1100
0,inace
Fg (x) g, ps(x) M
1 4
1
200
900 11|{}{} x} a00 1100 «x

Slika 6.10. Grafovi funkcije gustoce vjerojatnosti i kumulativne funkcije razdiobe za zadanu slucajnu varijablu

Ove vrijednosti slijede iz uvjeta normiranja funkcije gustoce vjerojatnosti, to jest iz
uvjeta da povrsina ispod krivulje funkcije gusto¢e mora biti jednaka 1.

Kumulativna funkcija razdiobe dobiva se na sljedeci nacin:

Zax <900

X

Fr(x) = P{§ < x} = Fz(—) + fpg(t) dt =0

— 00

Za900 <x <1100

X

Fe(x) = P{§ < x} = F£(900) + j pe(t) dt =

900

x—900
200

Zax >1100
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Fe(x) = P{§ < x} = F;(1100) + j p:(t)dt =1
1100

Dobiva se, dakle, da je kumulativna funkcija razdiobe jednaka:

0zax<0
x —900

200

Fe(x) = za 900 < x <1100

1 zax>1100

TrazZena vjerojatnost moze se izraCunati na dva nacina:

1050
1
P{1000 < £ <1050} = f Ps(0)dx =50 5= 0,25
1000

P{1000 < § < 1050} = F(1 050) — F¢(1000) = 0,75 — 0,5 = 0,25

Zadatak 6.6.

Slucajna varijabla ¢ uniformno je rasporedena na intervalu [-1, 1], 1 s vjerojatnosti 1/4
uzima svaku od vrijednosti na kraju intervala:

1
PE=1=PE=-1}=7

Odrediti kumulativnu funkciju razdiobe i funkciju gustofe vjerojatnosti. Zadatak
rijesiti graficki.

Slucajna varijabla ¢ je diskretna na krajevima intervala, a unutar intervala je
kontinualna, dakle je mjeSoviti tip slucajne varijable.

.e S r . % . .. 1
Funkcija gusto¢e imat ¢e dva impulsa u tockama -1 1 1 visine "

Na kontinualnom rangu funkcija gustoc¢e je uniformna, to jest:

1
=_,-1<x<1
pe(x) 2 x
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F$ (X] M

=

ps(x) 1
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ey
.
X

e
—
X

-1 0 1

Slika 6.11. Grafovi funkcije gustoce vjerojatnosti i kumulativne funkcije razdiobe za zadanu slucajnu
varijablu

Na taj nacin je zadovoljen uvjet normiranja, to jest povrsina ispod krivulje gustoce

vjerojatnosti jednaka je 1.

Zadatak 6.7.

Treba odrediti vjerojatnost da je slucajna varijabla iz prethodnog zadatka negativna.

Zadatak se moze rijeSiti na dva nacina (s pomocu funkcije gustoce vjerojatnosti ili
kumulativne funkcije razdiobe vjerojatnosti) kako slijedi:

0
P{<0}—f (Odx =2 +12 =2
§<0= ) pebodx=g+1g=5

1
P{£ < 0} = F(0) — Fg(—) = 3

Zadatak 6.8.

Po binarnom kanalu predaju se simboli 0 i 1. Apriorne vjerojatnosti predaje simbola
su jednake. Odredite funkcije gustoce i razdiobe, te oCekivanu vrijednost i varijancu slucajne
varijable ¢ na mjestu prijama ako je vjerojatnost da se primi 0, kad je poslana 0 jednaka

P(0]0) = q
a vjerojatnost da se primi 1, kad je poslana 1 jednaka

P(1|1) = p.
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Slucajna varijabla ¢ predstavlja primljeni simbol 1 ima samo dvije vrijednosti: 01 1.
Na mjestu prijama pojavljuje se simbol 0 u dva slucaja:

- kad je poslana 0 i prenesena bez pogreske
- kad je poslana 1 ali je nastala pogreska u prijenosu.
Dakle, moze se pisati:

1 1 1
P(§ = 0) = P(0) - P(0]0) + P(1) - PO =59 +5(1=p) =3 (@ =p+ D)

Na mjestu prijama pojavljuje se simbol 1 na dva nacina:

kad je poslana 1 i prenesena bez pogreske

kad je poslana 0, ali je nastala pogreska u prijenosu.
Dakle, moze se pisati:

1 1 1
PE =1 =P PAD+PO) PA) =sp+s1-q) =5p—q+1)
Funkcija gustoce vjerojatnosti bit ¢e:
1 1
ps(x) =§(q—p+ 1D-6(x) +§(p—q+ D-6(x—-1)
Kumulativna funkcija razdiobe vjerojatnosti je:
1 1
pe) =5(@-p+D-u)+5@-qg+1-ulx—1)
Ocekivana vrijednost slu¢ajne varijable bit ¢e jednaka:

1
B} =1-PE=D+0-PE=0)=5(p—q+1)

Srednjokvadratna vrijednost iznosi:

1
E{€2}=12'P(E=1)+02'P(E=0)=§(P—Q+1)

Pa je konac¢no varijanca:

1 1 1
o —mz—m%=§(p—q+1)—z(p—q+1)2=Z(p—q+1)(1—p+q)

Zadatak 6.9.

Slu¢ajna varijabla ¢ uniformna je na intervalu [-a, a]. Treba pokazati da su njezini
neparni momenti jednaki nuli i potom odrediti njezinu varijancu.

Funkecija gustoce vjerojatnosti za zadanu sluc¢ajnu varijablu ¢ iznosi:
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1
pf(x):{%,za—anSa

0, drugdje

Neparni momenti racunaju se kao:

a

1 1 1
Montq = E{€2n+1} — fx2n+1 —dx

= . — . [q2n+D) _ (_)2(n+D] =
2a 2a 2(n+2) [a (-a) ]

—-a
pri ¢emujen = 0,1,2, ...
Budu¢i da je prvi moment jednak 0, za proracun varijance potrebno je jos odrediti

drugi moment:

a
1 1
m, = fxz-—adx =—qa?
—-a

Varijanca je onda:

Zadatak 6.10.
Pri mjerenju napona harmonijskih oscilacija
u(t) = U sin(wt + 0)

kazaljka voltmetra ravnomjerno oscilira izmedu vrijednosti a; i a, zbog pojave smetnja.
Treba odrediti prosjecnu vrijednost pokazivanja voltmetra.

Pokazivanje voltmetra je uniformna slu¢ajna varijabla s funkcijom gustoce
vjerojatnosti:
1

pg(X) =3a; —
0, drugdje

,Zaa, < x < ay

Ocekivana vrijednost ove slucajne varijable bit Ce:

+o0 az 1
_ a, + a;
& fxpg(x)x fxaz—al x >
i &
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Za opis rezultata slucajnog eksperimenta umjesto slucajne varijable £ moze se uzeti
druga slucajna varijabla # ako je vrijednost varijable # jednozna¢no odredena vrijednoscu ¢.
Na primjer, umjesto slucajnog napona na krajevima nekog otpornika, mozemo uzeti struju
koja protjece kroz otpornik. Dakle, rije¢ je o istom sluajnom eksperimentu, samo S$to se
opisuje drugom slucajnom varijablom. Matematicki to znaci sljedece:

n=f(

Postavlja se najvaznije pitanje: ako je poznata razdioba vjerojatnosti slucajne varijable
¢, kako se moze odrediti razdioba vjerojatnosti slucajne varijable n = f(§)? Pri tome se
pretpostavlja da je f poznata realna funkcija.

Monotona tranformacija

Uzmimo da je ¢ neprekidna slucajna varijabla, i da je njezina razdioba vjerojatnosti
zadana s pomocu funkcije gustofe vjerojatnosti pAx). Najjednostavnije je naci gustocu
vjerojatnosti p,(y) za n = f(§) ako je funkcija f monotona jer tada ne samo da je za danu
vrijednost x slucajne varijable ¢ jednoznacno odredena odgovarajuéa vrijednost varijable #,
¥y = f{x) nego je 1 obratno, s # = y odredena vrijednost ¢ = x. Ukratko, tada postoji inverzna
funkcija g =f"', za koju je x = g(») jedino rjedenje jednadzbe f{x) —y = 0.

Postupak izvodenja izraza za gustocu vjerojatnosti slucajne varijable n = f (&) ovdje
necemo opisivati. Krajnji rezultat koji opisuje vezu izmedu gustoca vjerojatnsti bit Ce:

_ pe(x)
PO) = 1]

x=9(y)

Ova relacija vrijedi za bilo koju monotonu transformaciju slu¢ajne varijable.
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Zadatci za vjezbu

Zadatak 7.1.

Treba pokazati da slucajna varijabla ¢ s uniformnom razdiobom vjerojatnosti na
intervalu [x;, x2], nakon linearne transformacije:

n=aé+>b a>0

opet ima uniformnu razdiobu vjerojatnosti.

Gustoca slucajne varijable je uniformna:

1

pe(x) ={x; — %3
0, drugdje

yZaX) S X S Xy

Veza izmedu ¢ 171 jednoznacno je odredena:
y=ax+b
pa je odatle:

|
dx

to ¢e prema izrazu za racunanje funkcije gustoce vjerojatnosti za novonastalu slucajnu
varijablu biti:

1 1

xz - xl a y_b
a

_ pex)
PO = 1700]

_y-b
="

1 1

'y2—b_y1—b:yz—y
a a

ST

pn(}’) =

dakle,

1

pr(Y) =3y -y
0, drugdje

;Zayl Sysyz

pa je time pokazano da je slu¢ajna varijabla n uniformna na intervalu y; <y < y,.
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Zadatak 7.2.

Otpor R je slucajna varijabla s uniformnom razdiobom vjerojatnosti u opsegu
[1 000 + 10 %] Q. Odredite funkciju gustoce vjerojatnosti za provodnost G.

Definirajmo slucajnu varijablu ¢ kao vrijednost otpora R, a slu€ajnu varijablu n kao
vrijednost provodnosti G, pri ¢emu je veza izmedu ove dvije sluCajne varijable jednoznacno
definirana kao:

1
n= EJ
to jest:
1
Y=

Kako je funkcija gustoce slucajne varijable £ uniformna, pa vrijedi:

1
— ,2a900 < x < 1100
pe(x) = {200 za X

0, drugdje

a prema izrazu za monotonu transformaciju slucajne varijable, dobiva se:

1
Py = X _zo0) L
K If'Goll .2 L 200y?
x=y 2 1
y  ox2 11
y
to jest:
1 1 ey < 1
py(») = {200y2 " “ 1100 =7 =900
0, drugdje
Zadatak 7.3.

Slucajna varijabla ¢ ima funkciju gustoce vjerojatnosti

2

X _ X

—e 202 x>0
pe (x) =19

0 inace

Treba odrediti funkciju gustoce vjerojatnosti slucajne varijable

=2
n=g-
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Budu¢i da vrijedi:

o
s
to je:
dy o
b?zﬁ_

Trazena funkcija gustoCe slucajne varijable 1 dobiva se prema izrazu za monotonu
transformaciju slucajne varijable kao:

pe(x) X x?  x2

1 o 1 a o
= = —.¢ 202 - — =—.—.p 202y . __
pn(y) |f’(X)| ng 0-2 o ng 0-2 y yZ
y y
1
e 27
ph(¥)=—7—, 0<y<+o

pri ¢emu vrijedi i:

Zadatak 7.4.

SluCajna varijabla uniformna je na intervalu [0, 1]

. Odredite funkciju gustoce
vjerojatnosti slu¢ajne varijable:

n = —In¢.
Transformacija
y = —Inx
je jednoznacna, pa Ce biti:
x=e”
i:
2=
dx x
a budu¢i da sigurno vrijedni da je x > 0, moZemo pisati:
|d_y _1
dxl x
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Primjenom izraza za monotonu transformaciju slu¢ajne varijable, a uzimajuci u obzir
da sluc¢ajna varijabla ¢ ima uniformnu razdiobu na intervalu [0, 1], dobiva se:

X
P () = X|y=e-y = €77, 0<y<+o

P =Gl T

to jest:
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Binomijalna razdioba

Promatrajmo slucajni eksperiment s dva moguéa ishoda: A (,uspjeh”) i 4
(,,neuspjeh*).

Vjerojatnost uspjeha oznacimo s p, vjerojatnost neuspjeha s ¢, ¢ = 1 — p. Ako se
eksperiment ponavlja n puta, moguéi ishodi su nizovi 4 i 4:
AAA ... A; AAA ... A; ...; AAA ... A
Pretpostavit ¢emo da se uvjeti eksperimenta ne mijenjaju. Takoder, pretpostavit ¢emo

1 da su svi ti eksperimenti medusobno nezavisni, to jest da ishodi prethodnih eksperimenata
ne utjecu na vjerojatnost ishoda u sljede¢emu.

Vijerojatnost da se u seriji od n eksperimenata 4 pojavi k puta, a 4 n — k puta, dana je
izrazom:

P =k)=b(k;np) = (:) pkq™ ¥, k=0,..,n
Pritom su:
(n)_n(n—l)...(n—k+1)_ n!
k) 1:2-..-k Ck!'(n—k)!

binomijalni koeficijenti i razdioba se naziva binomijalnom. Cesto se za slu¢ajnu varijablu &
koristi oznakom:

§ = Bi(n,p)
Prosjecna vrijednost 1 varijanca su:
& =np; af = npq

Poissonova razdioba

Ova je razdioba granicni slucaj binomne razdiobe u slucaju kada n» — oo, ali uz uvjet da
istovremeno p — 0 i to tako da prosjecna vrijednost np ostaje konstantna. Dakle, zanima nas:

limé pri n-p=a=konst

n—-oo
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Rjesavanjem ovog limesa dobiva se kako je vjerojatnost da sluc¢ajna varijabla poprimi

vrijednost k jednaka:
k

P =) = pllsa) = e

Ovime definirana razdioba vjerojatnosti naziva se Poissonovom, a slucajna varijabla
oznacava se S:

§ = Po(a)
Statisticki parametri su:
& =a; of =a

Zadatci za vjezbu

Zadatak 8.1.

Proizvodi neke velike serije koja sadrzava 0,7% Skarta, pakiraju se u kutije po 100
komada. Kolik ¢e postotak kutija biti bez ijednog Skarta, a kolik s dva ili viSe Skartova?

U zadatku je rije¢ o binomijalnoj razdiobi sa sljede¢im zadanim parametrima:

n =100
p = 0,007

to jest:
q=1-—p=20993

Primjenom izraza za binomijalnu razdiobu diskretne slucajne varijable:

P(E=k) = (:) pkq™ %, k=0,..,n

za prvi slucaj dobiva se (k = 0):

100
)p0q1°°-° = 0,9931%° = 0,4954

PE=0=(",

ili u postotcima:
P(¢é =0)=4954%
U drugom slucaju ¢e traZena vjerojatnost iznositi:

PE=22)=1-PE=0-P(E=1)
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Budu¢i da smo vjerojatnost ve¢ izracunali, preostaje joS da se izrauna i vjerojatnost
P(& =1):
100

PE=1)= ( 1 )plqloo-1 =100-0,007 - 0,993°° = 0,3492

P(§ =1) = 34,92 %

Sada je konacno vjerojatnost P(¢ > 2) jednaka:
P(¢(>2)=1-0,4954-0,3492 = 0,1554
P(§=2)=1554%

Zadatak 8.2.

Na ulaz radarskog uredaja dolazi pri svakom okretu antene 8 reflektiranih impulsa.
Treba odrediti prosjec¢an broj impulsa koji dodu do ulaza prijamnika pri jednom okretu antene
ako je vjerojatnost da dode jedan impuls p = 0,75. Kolika je varijanca?

SluCajna varijabla koja predstavlja broj impulsa §to dodu do ulaza prijamniku pri
jednom okretu antene, opisana je binomijalnom razdiobom sa sljede¢im zadanim

parametrima:
n=238
p = 0,75
Primjenom izraza za prosjecnu vrijednosti i varijancu binomijalne slucajne varijable
dobiva se:
E=np=8-075=6
of =npq=np(l—p)=8-0,75-0,25 =15
Zadatak 8.3.

U telefonskoj centrali tijekom 1 sata bilo je 240 poziva. Odredite vjerojatnost da
tijekom 1 minute:

a) nije bilo nijednog poziva
b) bila su barem dva poziva.

Sluc¢ajna varijabla ¢ u ovom slu€aju predstavlja broj poziva u telefonskoj centrali i
opisana je Poissonovom razdiobu sa zadanim parametrom:
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_ 240 poziva 240 poziva  poziva

@ 1h " 60 min min

a) Vjerojatnost da se tijekom 1 minute ne dogodi ni jedan poziv dobiva se primjenom

1zraza za Poissonovu razdiobu:
ak

j— j— —-a
P& =k)= o e
kad se uvrsti k = 0, odnosno:

40
P(E=0)= ae“‘ =e™*=0,018

b) Vjerojatnost da se tijekom 1 minute dogode barem dva poziva (dva ili vise) racunamo
na sljede¢i nacin, takoder primjenom izraza za Poissonovu razdiobu:

P§z22)=1-PE=0)-PE=1)
1
PE=1)= %e—‘* =4e™* = 0,072

to jest:

P(£(>=2)=1-0,018-0,072 =091

Zadatak 8.4.

Impulsna je smetnja karakterizirana Poissonovim zakonom. Prosjecni broj impulsa
koji se pojavljuju u jednoj sekundi je 10*. Odredite vjerojatnost da se barem jedan impuls
pojavi u 100us.

Za slu€ajnu varijablu iz zadatka poznat je sljedec¢i parametar:

10* impulsa _ 10*-100-10"®impulsa __impuls
1s B 100 ps ~ 7100 ps

a =

Primjenom izraza za Poissonovu razdiobu, trazena vjerojatnost se dobiva kao:

0

1 1
P(EZI)=1—P(§=O)=1—ﬁe_1=1—g=0,632

Zadatak 8.5.

S ciljem zastite od smetnji u PCM sustavu, formira se niz samo od parnog broja
impulsa. Kombinacije s neparnim brojem impulsa prijamnik odbacuje (paritetno kodiranje).

Neka je formirana kombinacija od Cetiri impulsa 0 1 dva impulsa 1.

Zbog djelovanja smetnja, svaki od impulsa 1 moZe nestati s vjerojatnos¢u 0,04, a na
svakoj 0 se moze pojaviti lazni impuls s vjerojatnos¢u 0,4. Pretpostavlja se da smetnje djeluju
neovisno.
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IzraCunajte vjerojatnost nastupanja neotkrivene pogreske samo zbog pojave laznih
impulsa.

LaZni impuls pojavljuje se na mjestu 0.

Neotkrivena pogreska nastaje kada je broj laznih impulsa jednak 2 ili 4 (paran), to jest
primjenom izraza za binomijalnu razdiobu:

R=PE=2+P¢=9=))pq 2+ ()t

Kako je:
n=4
p=04
q=1-p=1-04=0,6
dobiva se:

4 4
p, = (2) 0,420,62 + (4) 0,4*0,6° = 0,3456 + 0,00256 = 0,37

Zadatak 8.6.

U PCM sustavu formira se niz samo od neparnog broja impulsa. Kombinacije s
parnim brojem impulsa prijamnik odbacuje.

Neka je poslana kombinacija od tri impulsa 0 i tri impulsa 1.

Zbog djelovanja smetnji, svaki od impulsa 1 moze se prigusiti s vjerojatnoséu 0,04, a
na svakoj 0 moze se pojaviti lazni impuls s vjerojatnoscu 0,4. Pretpostavlja se da smetnje
djeluju neovisno.

a) IzraCunajte vjerojatnost nastupanja neotkrivene pogreske samo zbog pojave laznih
impulsa.

b) Izracunajte vjerojatnost nastupanja neotkrivene pogreSke samo zbog priguSivanja
impulsa.

a) Broj laznih impulsa moze biti
0,1,2,3.

Budu¢i da postoje tri znaka 1, to ¢e neotkrivena pogreSka nastupiti samo ako se
pojave dva lazna impulsa. Iz toga slijedi da je vjerojatnost neotkrivene pogreske zbog pojave
laznog impulsa:

3
P, = <2> 0,420,6! = 0,288
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b) Broj prigusenih impulsa moze biti
0,1,2,3.

Neotkrivena pogreska nastaje samo kad je jedan impuls priguSen, to jest:

3
P, = (1> 0,040,96% = 0,111

Zadatak 8.7.

Mjesto A treba povezati telefonskom vezom s 10 korisnika mjesta B. Svaki korisnik
zauzima liniju, neovisno jednoga o drugom, 12 minuta na sat.

Koji je najmanji broj telefonskih linija potreban da se u proizvoljnom trenutku s
vjerojatnoscéu 0,99 mogu posluziti svi korisnici?

Vjerojatnost da je bilo koja linija zauzeta iznosi:
12 1
P55
Prema uvjetu zadatka, vjerojatnost da je manje od k, linija zauzeto, iznosi 0,99:
PE<k)=PE=0)+PE=1)++P(E=k)=099
kq

P(§ <ky) = Z (:) phqnk =

O G (" -

1z izraza slijedi da je k; = 5.
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Dosad smo slucajne dogadaje, slucajne varijable i odgovarajuée razdiobe vjerojatnosti
promatrali staticki, a sad im dodajemo novu dimenziju — vrijeme.

Opcenito, slu¢ajnom funkcijom nazivamo funkciju koja svakoj vrijednosti
promjenjive ¢ iz nekog skupa {z} pridruzuje sluc¢ajnu varijablu & = &(?). Najcesce je ¢ vrijeme,
a T oznaCava beskonacni interval (-0, o) ili [0, o), ili neki konac¢ni interval. Tada se t — &(2)
naziva slucajnim procesom.

Ovisno o tome kakva je slucajna varijabla £(?), razlikujemo diskretne i kontinualne
procese. Kod diskretnog procesa, rang slucajne varijable &(#) diskretan je za proizvoljno ¢, a
kod kontinualnog je rang &(?) neki interval, konacan ili beskonacan.

Kompletnija definicija slu¢ajnog procesa polazi od vjerojatnosnog prostora (S, 4, P).
Obicna slucajna varijabla ¢ je preslikavanje skupa S elementarnih dogadaja u skup realnih
brojeva, tako da svakome elementarnom dogadaju s € S odgovara broj £(s). Analogno tome,
slucajna funkcija je onda funkcija dvije promjenjive:

E:SXT->R

s vrijednostima £(s, ¢), s € S, t € T. Tu funkciju mozemo promatrati na dva nacina:

a) Za svako t € T imamo funkciju s — £(s, t) = &(s), to jest preslikavanje S u R, a to
nije niSta drugo nego slucajna varijabla, koju smo ve¢ oznacili s & = (). Vidimo da
se slucajni proces svodi na familiju slucajnih varijabli.

b) Za svako fiksirano s € S dobivamo realnu funkciju &(s, 1) = x4(t) — realizaciju
slucajnog procesa. Slucajni je proces onda skup (ansambl) svih mogucih realizacija.
Vazno je naglasiti da se u eksperimentu opazaju upravo realizacije slucajnog procesa.

Klasi¢an primjer sluajnog procesa je Brownovo gibanje — gibanje mikroskopske
Cestice (npr. zrnca polena) u tekucini. Zbog sudara s molekulama tekucine, Cestica se giba

veoma nepravilno (kaoti¢no), 1 ovisnost jedne od njezinih koordinata o vremenu moze se
prikazati grafikom oblika prikazanoga na slici.
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Slika 9.1. Primjer slucajnog procesa

Za neku drugu Cesticu (jednake mase 1 oblika, u istoj tekucini), funkcija x = x(z) Ce
imati slicnu neregularnu formu, ali ¢e biti razli¢ita od prve. Mozemo smatrati da se radi o
raznim realizacijama jednog slucajnog procesa.

Analogno tome, na krajevima otpornika zbog termickih fluktuacija, javlja se napon
(termicki Sum) koji se moze registrirati osjetljivim instrumentom i predstavljen je krivuljom
sli¢nog oblika kao na prethodnoj slici. Za drugi otpornik istih karakteristika, imat ¢emo drugu
krivulju srodnu prvoj, i ponovno mozemo smatrati da se radi o razli¢itim realizacijama
jednog slucajnog procesa.

Sad je pitanje kako se opisuje razdioba vjerojatnosti jednog slucajnog procesa. Ako se
ansambl sastoji od kona¢no mnogo realizacija, onda se moze zadati vjerojatnost svake od
njih. No, mnogo c¢es¢e postoji beskonacno mnogo realizacija slucajnog procesa. Zato se
obi¢no razdioba vjerojatnosti zadaje na drugi nacin, polaze¢i od interpretacije slucajnog
procesa kao familije slu¢ajnih varijabla.

Prije svega, potrebna je razdioba vjerojatnosti za sluc¢ajnu varijablu ¢(z) za proizvoljno
t; mozemo je zadati uz pomo¢ gustoce:

ps,(x) = ps(x;t), —0<x <00

Kad se zna p; (x; t), mozemo naci prosjecne vrijednosti poput:

[00]

me () = £ = j xpe (x; )dx

—00
0]

)2 = szpg(x; t)dx

— 00

var@) = [ (= me(0))pe s Odx

No, ovo nije dovoljno jer iz pg(x;t) ne mozemo dobiti nikakvu informaciju o

uzajamnom odnosu varijabla &(t;) 1 £(t;) koje odgovaraju razli¢itim trenutcima ¢#; i £,. S tom
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svrthom, potrebna je zajednicka razdioba vjerojatnosti za &(t;) i (t;), koju ¢emo zadati uz
pomo¢ zajednic¢ke gustoce vjerojatnosti:

Pe. &, (x1,x7) = pff(xl: Xp;tq, t3)

koju nazivamo gusto¢om vjerojatnosti drugog reda za proces &(2).

Opc¢enito, uvode se tzv. konac¢no dimenzionalne razdiobe vjerojatnosti. Gustoca, reda  je:
P& &, . 8¢, (1, X2, 0oes X)) = pf...f(xlrxz' s X3 Uy, bgy ey By)

Ocekivana vrijednost mg(t) i varijanca var(§(t)) sadrzavaju vaznu informaciju o
slucajnom procesu. Realizacije procesa &(z) predocene su krivuljama x = x(z) koje najvec¢im
dijelom leZe u pojasu Sirine 30;(t) oko m(t). No, samo na osnovi tih veli¢ina ne mozemo

niSta re¢i o samim funkcijama x = x(), to jest kako se one brzo ili sporo mijenjaju unutar
pojasa mg(t) £ 30 (t).

Na sljede¢im slikama prikazane su realizacije veoma razli¢itih procesa koji imaju
jednake vrijednosti mg(t) i oz (¢).

T

L A

8

1 A

me(t) — 3o¢(t)

Slika 9.2. Primjer realizacija razlicitih slucajnih procesa

Klju¢nu informaciju o brzini izmjene tipi¢ne realizacije slucajnog procesa sadrzava
autokorelacijska funkcija procesa:

Ree(t1,t2) = §(t1)E(t2) = f f X1X2Pg8 (X1, X5 ty, t)d X, dx;
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kao i funkcija autokovarijance:

Cer (84, t2) = COV(E(Q)E(tz)) = (§(t1) — me(t) (€(t2) — me(ty))
= Rz (ty, t5) — me(t)me(ty)

Opcenito mozemo ocekivati da je Rg¢(ty,t,) blisko prosje¢noj vrijednosti £(t;)? kad
t, odstupa od #; manje od karakteristicnog vremena izmjene realizacije procesa, dakle tada
imamo visok stupanj korelacije izmedu &(#)) 1 &(12).

Za potpun opis slucajnog procesa opcenito su potrebne gustoce i momentne funkcije
viSih redova, no najcesce se koristi funkcijama prvoga i drugog reda.

Osobine korelacijskih funkcija
1) Autokorelacijska funkcija je simetricna funkcija svojih argumenata
Res(ty, t2) = Reg(t3,t4)

2) Za jednake vrijednosti argumenata autokorelacijska funkcija se svodi na snagu
procesa

Rg:(t,t) = &(6)?
3) Veza s funkcijom autokovarijance

Cff(tlf tz) = Rff(tll tZ) - m ' @

Stacionarni slucajni procesi
Vaznu grupu slucajnih procesa cCine tzv. stacionarni procesi. Dvije su vrste
stacionarnosti.

Slucajni proces striktno je stacionaran, ili stacionaran u uzem smislu, ako su mu sve
kona¢no-dimenzinalne razdiobe vjerojatnosti invarijantne s obzirom na proizvoljne
translacije u vremenu. To znaci da je:

pe(x; t + At) = pe(x; £)
Dee (X1, X25 by + A, ty + At) = pez(xq, X35 ty, t5)

1 opéenito

Deg..e (X1, Xy ooy Xps by + AL, 5 + AL, o, by + AL) = P (X, X2, o, X5ty B2y v, Bg)
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Konacno, slucajni proces je stacionaran u Sirem smislu ako su mu prosjecna vrijednost
i autokorelacijska funkcija invarijantne s obzirom na proizvoljne pomake u vremenu:

me(t + At) = mg(t)
Rez(ty + At, t; + At) = Reg (84, t5)

Ergodicni slucajni procesi

Ergodi¢nim nazivamo one slucajne procese kod kojih se usrednjavanje po ansamblu
moze zamijeniti usrednjavanjem po vremenu.

Vremenska prosjecna vrijednost slu¢ajnog procesa u intervalu (-7, 7)) bit ce:

T
1
=g | £t
-r

Prosjecna vrijednost na ¢itavoj vremenskoj osi je
n={(®)): = lim ny

Ovo je slucajna varijabla koja ne ovisi od ¢. S druge strane, usrednjavanjem po
ansamblu dobivamo funkciju vremena ¢ (t). Uvjet ergodicnosti je:

n =<

to jest:

n=meg

Zadatci za vjezbu

Zadatak 9.1.

Zadan je slucajni proces &(t)=pcos(wt+6), gdje su p 1 § medusobno neovisne slucajne
varijable s ravnomjernim razdiobama vjerojatnosti:

1

— <r<
p,(") =124 za0<r<2a

0 inace
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1
— <v<
pe(¥) =77 za0<v <2m

0 inace
a w je konstanta.

Je i ovaj slucajni proces stacionaran?

Budu¢i da su p i € medusobno nezavisne slucajne varijable, zajednicka gustoca
vjerojatnosti bit ¢e zadana sljede¢im izrazom:

Ppe (1, V) = p,p(r) - pe(v)
Slucajni proces zadan je kao:
E(t) = p-cos(wt+6) =p-cos(wt) -cosB — p -sin(wt) -sinb

Prosjecna vrijednost slucajnog procesa (zbog neovisnosti slu¢ajnih varijabli moguce

je pojednostaviti tako da se prosjecna vrijednost umnoska zamijeni umnoskom prosjecnih
vrijednosti):

me(t) = &(t) = p - cos(wt) - cos§ — p - sin(wt) - sin 6

= p-cos(wt) - cos@ — p -sin(wt) - sinb

= p - cos(wt) - cosf —p - sin(wt) * sinb

27T

2T
1 1 1 21
cos@zf—-cosvdvz—f cosvdvz—-51nv| =0
2T 2T 2T
0 0

0

21 21
-e—fl-d—lf-d—l 2
sinf = o sinv v_Zn sinv v_Zn (—cosv) 0=

0 0
Dobiva se da je prosjecna vrijednost:

mg (t) =0
Autokorelacijska funkcija trazi se na sljede¢i nacin:

Reg(t1,t3)

= (p - cos(wt,) - cos 6 — p - sin(wt,) - sinB) - (p - cos(wt,) - cos & — p - sin(wt,) - sin H)
= p? - cos? 6 - cos(wt,) - cos(wt,) + p? - sin? 6 - sin(wt,) - sin(wt,) — p% - cosH -sin b
- cos(wt,) - sin(wt,) — p? - sin B - cos B - sin(wt;) - cos(wt,)

Ponovno, zbog nezavisnosti slu¢ajnih varijabli:

p? - cos?f = p?-cos? 0

Sad trazimo sve potrebne prosjecne vrijednosti:
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2a
— 1 2a
= —_— 2 = —_— 2 —_ —_
f a dr f dr = 2a 3 | 3a
0

2T
1+ cos2v
L[Lrestr,,

2T
cosze—f— coS vdv——j cos’vdv =

0
2T 271' 2T 2T
_1j'1d+1j‘c052vd_1fd+1j 2vd
“on) 2% T o) T2 VT ayg) VT gy ) 05V

0 0

|27r 1 M|2n_1

4-7'[ _E
1——cos2v
sin2 = | —-sin vdv——j sin vdv——f —dv
2T 2T
_ 1 1d 1 cost fd 2vd
=1 3 v o v cos2vdv
0 0
_ |27r 1 sinZ2v 27r_1
B 4ar 2 10 2
2T 1 2T
o _ | . S _ . ) _ sinv =t
sinf - cosf = o sinv o cosvdv P sinv-cosvdv [cosvdv=dt]
0
1 1 sinv2n
—47_[2 tdt = m =0

— 1 1
Re: (g, t3) = p? =i cos(wt,) - cos(wt,) + p 'S - sin(wt;) - sin(wt,) —0—0

- (cos(wt,) - cos(wt,) + sin(wt,) - sin(wt,))

3|
N

2
-cosw(t, —t;) = §a2 © COS WT

i)
N

Autokorelacijska funkcija ne ovisi o pojedinim trenutcima t; i t,, nego samo o
intervalu izmedu njih, pa se u ovom slucaju radi o slu¢ajnom procesu koji je stacionaran u
Sirem smislu (uzimajudi u obzir da je i prvi uvjet za prosjecnu vrijednost ispunjen).
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Zadatak 9.2.

Zadan je slucajni proces &(t)=m-+pcos(wt+6), gdje su p 1 6 medusobno neovisne
slucajne varijable s ravnomjernim razdiobama vjerojatnosti:

1
J— <r<
Pp(r)={2a za0<r<Z2a
0 inace
1
PQ(U):{ﬁ ZCIOSUSZTE
0 inace

a m 1 w konstante.

Je i ovaj slucajni proces ergodic¢an?

Slucajni proces je zadan kao:

) =m+p-cos(wt+0)=m+ p-cos(wt) -cosf — p -sin(wt) - sin O

Prosjecna vrijednost sluc¢ajnog procesa odreduje se kao:

mg(t) =&(t) =m+ p- cos(wt) - cos @ — p - sin(wt) - sin 6

=m+ p-cos(wt) - cosf — p -sin(wt) - sin b

=m+p-cos(wt) - cosf — p - sin(wt) - sin

2T
c050=f— cosvdv=i cosvdv=i-smv|2n=0
2 2 21 0
0 0
21 21
g [ 2 d—lf'd—l |2”—0
sinfg = > sinv U_Zn sinv v_Zn (—cosv) 0=
0 0
To jest:
mf(t)=0

Autokorelacijska funkcija se odreduje na sljedeci nacin:

Ree(ty, t2)

= (m+ p-cos(wt;) -cosO — p - sin(wty) -sinB) - (m + p - cos(wt,) - cos @ — p - sin(wt,) - sin B)
=m%+m-p-cos(wty) cos@ —m-p-sin(wt,) -sinf +m-p-cos(wt;)-cos@ —m-p

- sin(wt;) - sin @ + p? - cos? 6 - cos(wt,) - cos(wt,) + m sin(wt;) - sin(wt,)

— p?-cos@ -sinf - cos(wt,) - sin(wt,) — p? - sin @ - cos 6 - sin(wt,) - cos(wt,)

=m? + m- cos(wt,) - cos(wt,) — p? - cos B - sin B - cos(wt,) - sin(wt,)

— p?-sinf -cos B - sin(wt,) - cos(wt,) + p? - sin? 6 - sin(wt,) - sin(wt,)
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2a
— 1 2a
— _ Zd — Zd_ —
fz 4 f "= 2 3| 3“
0
2T

1+ cos2v
cosze—f— coS vdv——j cos vdv——j —dv

2T 271' 27r 2T
_1j'1d+1j‘c052vd_1fd+1j 2vd
“on) 2% T o) T2 VT ayg) VT gy ) 05V
0 0

|27r 1 M|2n_1

4-7'[ _E
1——cos2v
sin2 = | —-sin vdv——j sin vdv——f —dv
2T 2T
_ 1 1 1 cost fd 2vd
=1 3 v o v cos2vdv
0 0
_ |27r 1 sinZ2v 27r_1
B 4ar 2 10 2
2T 1 1 2T
o _ | _ Lo _[ sinv=t
sinf - cosf = o sinv o cosvdv P sinv-cosvdv [cosvdv=dt]
0
1 1 sinv2n
= tdt—— =0
4m? 41

— 1 — 1
Rez(ty,t3) = m? + p? =l cos(wt,) - cos(wt,) + p? = sin(wt,) - sin(wt,)

=m?+ * (cos(wt,) - cos(wt,) + sin(wt,) - sin(wt,))

3|
[\S]

m? +

N| R DN| -
he)
N

2.2
rcosw(t, —t;) =m +§a * COS WT

Da bi uvjet ergodi¢nosti s obzirom na autokorelacijsku funkciju bio ispunjen,
potrebno je da autokorelacijska funkcija bude jednaka konstanti. U ovom slucaju to nije
ispunjeno pa zakljucujemo da slucajni proces nije ergodican s obzirom na autokorelacijsku
funkciju.

83



[1]

84

Nastavni materijali (predavanja i vjezbe) s kolegija Osnove komunikacija,
preddiplomski studij Elektrotehnicke i komunikacijske tehnologije u pomorstvu

Nastavni materijali (predavanja 1 vjezbe) s kolegija Statisticka teorija
telekomunikacija, diplomski studij Elektrotehnicke i komunikacijske tehnologije u
pomorstvu

B. Carlson: Communication Systems, Mc Graw Hill Inc., Tokyo, 1975.
Y. W. Lee: Statistical Theory of Communication, John Wiley, Inc., N. Y., 1975.

A. Papoulis: Probability, Random Variables and Stochastic Processes, Mc Graw Hill
Inc., N. Y., 1980.

K. Suruliz, M. Hadziali¢: Statisticka teorija telekomunikacija, Elektrotehnicki
fakultet, Sarajevo, 2009.



	naslovnica- A. Lipovac
	PRVE STRANE
	PREDGOVOR
	SADRŽAJ

	Lipovac
	1.
	UVOD U VJEROJATNOST
	Osobine vjerojatnosti
	Uvjetna vjerojatnost
	Zajednička vjerojatnost
	Bayesova formula
	Neovisnost slučajnih događaja
	Zadatci za vježbu

	2.
	IZVOR INFORMACIJE
	Količina informacije
	Entropija
	Zadatci za vježbu

	3.
	STATISTIČKO KODIRANJE
	Ravnomjerni kod
	Optimalni kod
	Zadatci za vježbu

	4.
	KANAL
	Diskretni kanal bez memorije
	Odnosi vjerojatnosti u kanalu
	Prosječna uzajamna količina informacije
	Kapacitet kanala
	Zadatci za vježbu

	5.
	ANALOGNO-DIGITALNA PRETVORBA
	Impulsno-kodna modulacija
	Zadatci za vježbu

	6.
	RAZDIOBA VJEROJATNOSTI SLUČAJNE VARIJABLE
	Neposredno zadavanje vjerojatnosti
	Gustoća vjerojatnosti
	Kumulativna funkcija razdiobe
	Zadatci za vježbu

	7.
	TRANSFORMACIJA SLUČAJNE VARIJABLE
	Monotona tranformacija
	Zadatci za vježbu

	8.
	DISKRETNE RAZDIOBE VJEROJATNOSTI
	Binomijalna razdioba
	Poissonova razdioba
	Zadatci za vježbu

	9.
	SLUČAJNI PROCESI
	Osobine korelacijskih funkcija
	Stacionarni slučajni procesi
	Ergodični slučajni procesi
	Zadatci za vježbu

	LITERATURA

	PRVE STRANE.pdf
	PREDGOVOR
	SADRŽAJ

	PRVE STRANE.pdf
	PREDGOVOR
	SADRŽAJ


